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Presentacion

Los lenguajes formales constituyen una base fundamental de la ciencia
de la computacién, ya que permiten describir, analizar y comprender
distintos procesos de comunicacién y cémputo presentes en los sistemas
informaticos. Este libro aborda los fundamentos de la Teoria de Lenguajes
Formales desde un enfoque centrado en la resolucién de problemas y
articulado con los pilares del pensamiento computacional propuestos por
Jeannette Wing [Wing, 2006], [Wing, 2010] y [Wing, 2024]: abstraccion,
descomposicion, reconocimiento de patrones y codificacion.

Cada capitulo parte de un problema contextualizado en situaciones
propias de la computacion. A partir de este, se desarrolla un proceso de
analisis orientado a identificar la informacién relevante, las restricciones
y los elementos esenciales del problema, favoreciendo asi la abstraccion.
Luego, las tareas necesarias para resolverlo se dividen en componentes
mas manejables, lo que permite introducir gradualmente los conceptos y
modelos formales requeridos.

El recorrido inicia con los conceptos basicos de la teoria, incluyendo
lenguajes formales, alfabetos, cadenas y gramaticas como herramientas de
modelacién. La jerarquia de Chomsky se utiliza como eje para relacionar
distintos niveles de complejidad lingiiistica con la capacidad computacional
necesaria para procesarlos. Posteriormente, se estudian los lenguajes
regulares mediante autématas finitos y expresiones regulares, apoyandose
en problemas de reconocimiento de patrones y validacién de entradas,
frecuentes en areas como la programacion y el andlisis 1éxico.

Mas adelante, se introducen los lenguajes libres de contexto a través de
gramaticas independientes del contexto, arboles de derivacion y automatas
de pila. Estos modelos se presentan a partir de problemas relacionados
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con el analisis sintactico, el diseno de mini lenguajes y la construccion
de parsers. En este proceso, el reconocimiento de patrones permite
establecer relaciones entre modelos previamente estudiados e identificar
sus semejanzas y diferencias.

Finalmente, se incorporan modelos computacionales como las maquinas
de Turing y el calculo lambda, con el propésito de analizar distintas formas
de computacion, comparar el poder expresivo de los formalismos estudiados
y discutir los limites tedricos de la computacion.

Este enfoque integra teoria, pensamiento computacional y resolucion de
problemas, permitiendo que los lenguajes formales se estudien mas alla de
un conjunto de definiciones abstractas. De esta manera, se busca fortalecer
la capacidad de modelar, analizar y disefiar soluciones computacionales en
el contexto de la formacion en ingenieria de sistemas.




Introduccion

La Teoria de Lenguajes Formales es una de las dreas fundamentales
de la ciencia de la computacién y de la ingenieria de sistemas. Su
estudio proporciona las bases necesarias para describir, analizar y
disenar los mecanismos mediante los cuales los sistemas computacionales
procesan informacién. Compiladores, intérpretes, analizadores sintacticos,
protocolos de comunicacion, sistemas de verificacion y diversas aplicaciones
de inteligencia artificial utilizan, de una u otra forma, conceptos y modelos
desarrollados en esta disciplina.

Sin embargo, para muchos estudiantes, el primer contacto con los
lenguajes formales suele resultar abstracto y dificil de relacionar con
problemas concretos de la computacion. Con frecuencia, los conceptos se
presentan como definiciones y formalismos aislados, sin que sea evidente
su utilidad practica. Este libro surge precisamente con el proposito de
abordar la Teoria de Lenguajes Formales desde una perspectiva diferente,
mostrando su aplicaciéon en la resoluciéon de problemas sin perder el rigor
tedrico que caracteriza al area.

El enfoque adoptado se basa en la resolucion de problemas y se apoya en
los pilares del pensamiento computacional propuestos por Jeannette Wing
[Wing, 2006, Wing, 2010]: abstraccion, descomposicién, reconocimiento de
patrones y codificacion. En lugar de presentar los conceptos de manera
aislada, cada capitulo inicia con una situacion problema inspirada en
contextos reales de la computacion, cuya solucion requiere la construccion
progresiva de modelos formales.

Durante la fase de abstraccién, el estudiante analiza el problema,
identifica la informacion relevante y reconoce las restricciones que
delimitan el conjunto de soluciones posibles. Este proceso conduce




10 INDICE GENERAL

naturalmente a conceptos como lenguaje formal, alfabeto y cadena.

Posteriormente, mediante la descomposicién, se identifican los pasos
necesarios para resolver el problema, enfatizando qué debe hacerse antes de
abordar como hacerlo. Esto permite determinar qué conocimientos tedricos
son necesarios e introducir de manera justificada los distintos formalismos
que aparecen a lo largo del libro.

El reconocimiento de patrones permite identificar similitudes entre
problemas, reutilizar soluciones previamente estudiadas y establecer
relaciones entre diferentes modelos. Finalmente, la codificacion no se limita
a implementar una solucién en un lenguaje de programacion; también
incluye la construccion de modelos formales, como autématas, gramaticas,
maquinas abstractas o pseudocéddigo, que describen de manera precisa el
comportamiento del sistema estudiado.

El libro inicia con los fundamentos de los lenguajes formales y la
jerarquia de Chomsky, contintia con el estudio de los lenguajes regulares
y los lenguajes libres de contexto, y finaliza con modelos de mayor poder
computacional, como las gramaticas sensibles al contexto y las maquinas
de Turing. Cada tema se introduce a partir de problemas relacionados con
situaciones reales de la computacién, como la validacién de entradas, el
reconocimiento de patrones, el analisis sintactico y el estudio de los limites
de la computacion.

Este libro estd dirigido a estudiantes de Ingenieria de Sistemas y
Computacion, especialmente en cursos de nivel intermedio. Su propésito es
fortalecer tanto la comprension de la Teoria de Lenguajes Formales como la
capacidad de modelar problemas, desarrollar pensamiento computacional
y utilizar la abstraccion en el diseno de soluciones.

La intencién es mostrar que los lenguajes formales no son tnicamente
una coleccién de definiciones teodricas, sino herramientas ttiles para
modelar, analizar y resolver problemas computacionales.

A lo largo del libro se incluirdn notas como la siguiente para destacar
conceptos importantes o aclarar aspectos que puedan generar dudas:

Comentarios utilizados para resaltar conceptos importantes o
proporcionar aclaraciones adicionales.
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Este material tiene una licencia Creative Commons: Atribucién-No
Comercial-Sin Derivadas CC BY-NC-ND 4.0 [CreativeCommons, 2025|,
lo que permite su uso y distribuciéon gratuita siempre que se mantenga
intacto y se otorgue el debido reconocimiento al autor. Asimismo, todos
los programas desarrollados como ejemplos en este material estaran
disponibles bajo la licencia GNU GPLv3 |GNU, 2007], promoviendo
la colaboracién, el aprendizaje y la reutilizacion del cdédigo con fines
educativos.
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Capitulo

Fundamentos tedricos

Objetivo del capitulo

El objetivo de este capitulo es introducir los conceptos fundamentales
de la Teoria de Lenguajes Formales (TLF), estableciendo el vocabulario
matematico y computacional necesario para el estudio de gramaticas,
autématas y lenguajes computables en los capitulos posteriores.

Introduccion a los lenguajes formales

La Teorfa de Lenguajes Formales (TLF) es una de las dareas
fundamentales de la informética tedrica. Su objetivo es estudiar los
lenguajes desde una perspectiva matematica, es decir, como conjuntos bien
definidos de cadenas construidas a partir de simbolos pertenecientes a un
alfabeto finito.

Aunque esta idea parece sencilla, constituye la base de miltiples areas de
la computacion, como el diseno de compiladores, la verificacion de software,
el andlisis de lenguajes de programacion y algunos enfoques utilizados en
inteligencia artificial.

A diferencia de lenguajes naturales como el espanol o el inglés, donde una
misma expresion puede interpretarse de distintas maneras, los lenguajes
formales se definen mediante reglas precisas y finitas. Esto permite
analizarlos utilizando herramientas matematicas rigurosas.

En este capitulo se introducen los conceptos basicos que serviran de
fundamento para el resto del libro, asi como la notaciéon y el nivel de
formalidad que se utilizaran en los capitulos siguientes.
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Ejemplo
Pensemos en una frase como:

“El programa funciona correctamente”

Esta expresion tiene significado para una persona, pero no posee una
estructura formal claramente definida. Por ello, una computadora tendria
dificultades para analizarla de manera rigurosa.

En cambio, una expresion como:

a+bxc

si puede interpretarse dentro de un lenguaje formal, siempre que existan
reglas precisas que definan su estructura (por ejemplo, mediante una
gramatica). Gracias a estas reglas es posible analizar la cadena, identificar
su estructura y verificar si esta correctamente formada dentro del lenguaje
definido.

Esto conduce a una pregunta fundamental:

¢ Como especificar formalmente qué entradas son vdlidas en un sistema?

Motivacion e importancia de los lenguajes formales

Los lenguajes formales surgen de la necesidad de describir estructuras
sintacticas de manera precisa, no ambigua y verificable. En informatica,
esta necesidad aparece de forma natural en multiples dreas, entre las cuales
se destacan:

= Lenguajes de programacion: su sintaxis tiene que estar
definida formalmente para que un compilador pueda analizarla
automaticamente.

= Compiladores e intérpretes: el andlisis 1éxico y sintactico se basa
directamente en lenguajes formales.

= Verificacion y validacién de sistemas: muchos protocolos,
especificaciones y modelos de comportamiento se expresan con
lenguajes formales.

s Teoria de la computacion: cuando se estudian los limites de lo
que se puede computar, en el fondo se habla de qué lenguajes pueden
reconocer distintos modelos abstractos.
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Estas aplicaciones requieren definiciones exactas y operaciones
matematicamente bien definidas, lo que justifica el estudio formal de los
lenguajes y de las operaciones sobre ellos, desarrolladas mas adelante en
este capitulo.

1.1. Segmentaciéon institucional

Dentro de la gestion universitaria, los procesos de planificacion
académica y presupuestal suelen requerir que los estudiantes se agrupen
segun distintos criterios definidos por la institucién. Estas clasificaciones
no son mutuamente excluyentes; de hecho, un mismo estudiante puede
pertenecer simultdneamente a varias categorias (por ejemplo, ser becario
y también deportista).

Desde el punto de vista matematico, la poblacién estudiantil puede
modelarse como un conjunto universal U, donde cada clasificacién
representa un subconjunto de dicho conjunto. Esto permite aplicar
operaciones bésicas de teoria de conjuntos, como intersecciéon, unién,
diferencia y complemento, para analizar cémo se relacionan y superponen
los distintos grupos.

Este tipo de andlisis facilita la toma de decisiones institucionales y el
estudio de la informacién académica de manera mas estructurada.

1.1.1 Anadlisis / Abstraccién

Después de analizar la situacién problema anteriormente planteada,
se puede identificar un problema relacionado con la forma en que se
representan y analizan las diferentes clasificaciones de los estudiantes
dentro de la universidad.

a. ;Cual es el problema a resolver?

El problema que se aborda consiste en cémo representar formalmente,
o modelar, la manera en que una institucion clasifica a sus estudiantes.
La dificultad principal radica en que un mismo estudiante puede formar
parte de varias categorias institucionales al mismo tiempo. Ejemplos de
estos grupos son los programas de becas, las actividades deportivas o las
iniciativas de investigacion.
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Para tratar este problema con herramientas matemaéticas, se propone lo
siguiente: considerar la poblacion total de estudiantes como un conjunto
universal U. A partir de ahi, cada criterio de clasificacion se representa
como un subconjunto de U. De esta forma, el solapamiento entre grupos
queda expresado de manera natural mediante operaciones de teoria de
conjuntos.

El objetivo que se persigue es examinar las relaciones entre dichos
subconjuntos mediante operaciones bésicas de teoria de conjuntos (como
la unién, la interseccién y la diferencia). Con estas operaciones se busca
identificar, por un lado, a aquellos estudiantes que forman parte de
multiples clasificaciones a la vez y, por otro lado, a quienes pertenecen
exclusivamente a una sola categoria especifica.

Esta manera de proceder tiene dos ventajas. Primero, ofrece una
representacion formal de las estructuras de clasificacion institucional.
Segundo, facilita el analisis de informacién para apoyar la toma de
decisiones tanto académicas como administrativas.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Para modelar la situacién es necesario identificar los elementos
fundamentales del problema:

= La totalidad de estudiantes de la institucion, que se representa como
el conjunto universal U.

» Los diferentes grupos o clasificaciones existentes (por ejemplo,
becarios, deportistas, monitores, entre otros).

» Las caracteristicas o criterios que determinan la pertenencia de un
estudiante a cada grupo.

Con esta informaciéon es posible representar la poblacion estudiantil y
sus clasificaciones mediante conjuntos y subconjuntos.

1.1.2 Diseno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

El analisis del problema se apoya en los fundamentos de la teoria de
conjuntos. La idea es sencilla: la poblacion estudiantil se representa como
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un conjunto universal, y cada clasificacién institucional equivale a un
subconjunto de ese conjunto.

Para resolver el problema, se plantea una descomposicién légica en los
siguientes pasos:

—_

. Ingresar la cantidad total de estudiantes.
2. Ingresar los estudiantes de la institucion.

3. Representar las distintas clasificaciones institucionales que sean
de interés. Entre ellas se pueden mencionar, por ejemplo, a los
estudiantes becarios, los estudiantes deportistas o cualquier otra
categoria que resulte relevante para el estudio.

4. Identificar la poblacién total de estudiantes de la institucion.

5. Identificar los estudiantes que pertenecen simultaneamente a varias
clasificaciones.

6. Determinar los estudiantes que pertenecen exclusivamente a una
categoria especifica.

7. Presentar los resultados obtenidos.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para el diseno de la solucion se requiere introducir los conceptos
fundamentales de la Teoria de Conjuntos, junto con las Operaciones
entre Conjuntos, los cuales constituyen herramientas matematicas
que permiten representar y analizar situaciones dentro de un contexto
especifico.

Teoria de Conjuntos Aplicada a la Segmentacién

Dentro de un contexto especifico, tal como se presenta en los
fundamentos de las mateméticas discretas [Rosen, 2019].La teoria de
conjuntos proporciona una herramienta formal para modelar poblaciones
y clasificaciones dentro de una institucién.
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Conjunto Universal

Sea U el conjunto universal que representa la totalidad de estudiantes
de la universidad:

U = {x | = es estudiante matriculado}

Subconjuntos

Cada clasificaciéon institucional se modela como un subconjunto de U:
B CU (Becarios)

M CU (Monitores)
D CU (Deportistas)

R CU (Estudiantes en riesgo académico)

Operaciones de Conjuntos

Las operaciones fundamentales permiten analizar la relaciéon entre
clasificaciones.

1. Interseccién

La interseccién entre dos conjuntos identifica estudiantes que pertenecen
simultaneamente a ambas categorias.

BND

Representa los estudiantes que son becarios y deportistas.
2. Unién

La unién retne estudiantes que pertenecen al menos a una de las

categorias.
BUR

Representa estudiantes que son becarios o estan en riesgo académico.
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3. Diferencia

La diferencia permite identificar poblaciones especificas excluyendo un

grupo.
B-R

Representa becarios que no estan en riesgo académico.
4. Complemento

El complemento identifica los estudiantes que no pertenecen a una
clasificacion.

Para el caso del riesgo académico, si se define R como el conjunto
de estudiantes en riesgo y U como el conjunto universal, entonces el
complemento R = U — R representa justamente a los estudiantes que
no estan en riesgo.

5. Cardinalidad

La cardinalidad de un conjunto —denotada |A|— no es més que el
niumero de elementos que contiene A. Es decir, una forma de medir su
tamano.

|BN D]
Indica cuantos estudiantes son simultdneamente becarios y deportistas.

Aplicacién a la Toma de Decisiones

Con estas operaciones es posible hacer varias cosas de utilidad practica.
Por ejemplo:

Identificar cuando un mismo estudiante recibe beneficios de miltiples
programas (superposicién de beneficios).

Detectar grupos de estudiantes que requieren atencion prioritaria.

Diseniar politicas enfocadas en necesidades especificas.

Optimizar la forma en que se asigna el presupuesto.

De esta manera, la segmentacion institucional puede verse como un
sistema formal basado en conjuntos y en operaciones entre subconjuntos
de un conjunto universal U.
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

En este caso no hay soluciones previas que puedan reutilizarse, dado que
aun no se ha abordado ningin problema similar con anterioridad. Por lo
tanto, el modelo debe construirse desde cero.

d. Diseno de la solucion para el problema
Desde la teoria de conjuntos, la poblacion total de estudiantes puede
representarse como un conjunto universal:

U — {€1a62a637"'76n}

donde cada elemento e; representa a un estudiante de la institucion.

Las distintas clasificaciones que maneja la institucion se pueden modelar
como subconjuntos de U. Por ejemplo:

BCU

En este caso, B representa al conjunto de estudiantes becarios.

DCU

Representa el conjunto de estudiantes deportistas.

A partir de estos subconjuntos es posible aplicar diversas operaciones de
la teoria de conjuntos.

La interseccion entre ambos conjuntos permite identificar los estudiantes
que pertenecen simultaneamente a ambas clasificaciones:

BND

La uniéon permite identificar todos los estudiantes que pertenecen al
menos a una de las dos categorias:

BUD

Por su parte, la diferencia de conjuntos permite identificar aquellos
estudiantes que pertenecen a una clasificacién especifica pero no a otra:

B—-D
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Este modelo permite representar formalmente las diferentes poblaciones
estudiantiles y facilita el andlisis de superposicién entre grupos dentro de
la institucion.

Codificacion

Esta seccién muestra cémo traducir dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

Cddigo 1.1: main ()

4 def main () :

5 cantidad=ingresar_cantidad ("Ingrese la cantidad total de estudiantes: "
)

6 U = ingresar_estudiantes (cantidad)

7 becarios = representar_clasificaciones ("becarios",U)

8 deportistas = representar_clasificaciones ("deportistas", U)

9 union = identificar_poblacidn_total (becarios, deportistas)

10

11 interseccion =

identificar_estudiantes_que_pertenecen_simultaneamente_clasificaciones
(becarios, deportistas)

12 diferencia = determinar_estudiantes_que_pertenecen_exclusivamente (
becarios, deportistas)

13

14 mostrar_resultado ("Unidén", union)
15 mostrar_resultado ("Interseccidén", interseccion)
16 mostrar_resultado ("Diferencia (becarios - deportistas)", diferencia)

Propésito computacional: La funcion principal coordina la ejecucion
del programa. En ella se llaman las funciones encargadas de construir el
conjunto universal, definir los subconjuntos de estudiantes y aplicar las
operaciones de teoria de conjuntos. Finalmente, muestra los resultados
obtenidos.

Interpretaciéon conceptual: Dentro del problema descrito, esta
funcién organiza las etapas del analisis institucional: modelar la poblacién
estudiantil y analizar las relaciones entre clasificaciones. Es, en cierto modo,
una representacion del flujo logico del proceso.
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Interpretacion formal: En términos mas formales, la funcién principal
articula las distintas operaciones definidas sobre los conjuntos. Con ella se
logra que las definiciones y operaciones de la teoria de conjuntos se apliquen
paso a paso, de manera secuencial.

Cddigo 1.2: ingresar _cantidad ()

21 def ingresar_cantidad (mensaje) :

22 cantidad = None

23

24 while cantidad is None:

25 try:

26 valor = int (input (mensaje))

27 if valor >= 0:

28 cantidad = valor

29 else:

30 print ("Ingrese un numero mayor o igual a 0")
31 except ValueError:

32 print ("Entrada invadlida, ingrese un numero entero")
33

34 return cantidad

Propédsito computacional: Esta funciéon permite conocer la cantidad
total de estudiantes del sistema. Para ello solicita al usuario la cantidad
total de estudiantes.

Interpretacién conceptual: ;Qué representa esta funcion? En
términos del problema, viene a ser la poblacién total de estudiantes,
es decir, el conjunto base sobre el cual se aplicaran las diferentes
clasificaciones.

Interpretacién formal: Desde un punto de vista méas técnico, esta
funciéon no es mas que la construccion completa del conjunto universal U.

Cddigo 1.3: ingresar _estudiantes ()

36 def ingresar_estudiantes (cantidad) :

37 estudiantes = set ()

38

39

40 for i in range (cantidad) :

41 nombre = input ("Ingrese el nombre del estudiante: ")
42 estudiantes.add (nombre)

43

44 return estudiantes

Propésito computacional: Esta funcién permite construir el conjunto
universal de estudiantes del sistema. Para ello solicita al usuario que
registre cada nombre ingresado, almacenandolo dentro de una estructura
de tipo conjunto.
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Interpretacion conceptual: En el contexto del problema, esta funcion
representa la poblacion total de estudiantes, dicho conjunto contiene todos
los elementos que pueden pertenecer a uno o varios grupos dentro del
analisis.

Interpretacion formal: Visto desde la teoria de conjuntos, lo que hace

esta funcién es construir el conjunto universal U. ;Y qué es U? Pues el
conjunto que contiene a todos los estudiantes que interesan en el sistema:

U= {617627637"'7€n}

En esa notacion, cada e; corresponde a un estudiante de la poblacion
que se esta analizando.

Cébdigo 1.4: representar_clasificaciones

49 def representar_clasificaciones (nombre_grupo, universo):

50 subconjunto = set ()

51 limite = len(universo)

52 cantidad = None

53

54 while cantidad is None:

55} valor = ingresar_cantidad (f"Ingrese la cantidad de estudiantes en {

nombre_grupo}: ")
56

57 if valor <= limite:

58 cantidad = valor

59 else:

60 print (f"No puede ingresar mds de {limite} estudiantes")
61

62 for i in range (cantidad) :

63 estudiante = input ("Nombre del estudiante: ")

64

65 if estudiante in universo:

66 subconjunto.add (estudiante)

67 else:

68 print ("Este estudiante no pertenece al conjunto universal (U)")
69

70 return subconjunto

Propésito computacional: Esta funciéon permite crear subconjuntos
de estudiantes que pertenecen a una clasificacién especifica, como becarios
o deportistas. El usuario ingresa la cantidad de estudiantes del grupo y
posteriormente registra cada uno de ellos.

Interpretaciéon conceptual: En términos del problema, esta funcién
representa las diferentes categorias institucionales que agrupan a ciertos
estudiantes de acuerdo con caracteristicas particulares. Cada grupo
constituye una clasificacién que forma parte del analisis institucional.
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Interpretacion formal: En teoria de conjuntos, cada clasificacion se
modela asi: A C U, siendo A un grupo concreto de estudiantes, como los
becarios o los deportistas.

Cddigo 1.5: identificar poblacion total

76 def identificar_poblacidn_total (universo, conjuntol, conjunto2):

77 resultado = conjuntol.union(conjunto?2)

78 es_valido = False

79

80 if len(resultado) <= len(universo) :

81 es_valido = True

82 else:

83 print ("\n Error: la unidn excede el conjunto universal")
84 print ("Revise los datos ingresados")

85

86 return resultado

Propésito computacional: Esta funcién recibe dos conjuntos y calcula
su uniéon utilizando la operacion union () de Python, generando un nuevo
conjunto que contiene todos los elementos que pertenecen a cualquiera de
los dos conjuntos; valida que la unién no exceda el conjunto universal

Interpretaciéon conceptual: Dentro del contexto institucional, esta
operacion permite identificar el conjunto de estudiantes que pertenecen al
menos a una de las clasificaciones consideradas, por ejemplo aquellos que
son becarios o deportistas.

Interpretacién formal: La unién de dos conjuntos A y B, escrita AUB,
es el conjunto de elementos que estan en A, en B, o en ambos. En notacién
de teoria de conjuntos:

AUuB={z|xz€Aox € B}

Cddigo 1.6: identificar estudiantes que pertenecen simultaneamente

89 def identificar_estudiantes_que_pertenecen_simultaneamente_clasificaciones (
conjuntol, conjunto2):

90 resultado = conjuntol.intersection (conjunto2)

91 return resultado

Propésito computacional: Esta funcién recibe dos conjuntos y calcula
su intersecciéon mediante la operacion intersection () de Python,
obteniendo un conjunto que contiene tinicamente los elementos comunes a
ambos conjuntos.
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Interpretacion conceptual: En el contexto del andlisis institucional,
esta operacién permite identificar a los estudiantes que pertenecen
simultaneamente a dos clasificaciones distintas, por ejemplo aquellos que
son tanto becarios como deportistas.

Interpretacion formal: En teoria de conjuntos, la interseccion de dos
conjuntos A y B se define asi:

ANB={z|x€ Ay xe B}

Es decir, la interseccion contiene inicamente a los elementos que estdn
en Ay en B al mismo tiempo.

Cédigo 1.7: determinar estudiantes que pertenecen exclusivamente

93 def determinar_estudiantes_que_pertenecen_exclusivamente (conjuntol,

conjunto2) :
94 resultado = conjuntol.difference (conjunto?2)
95 return resultado

Propésito computacional: Esta funcion calcula la diferencia entre dos
conjuntos utilizando la operacién difference () de Python, generando
un conjunto con los elementos que pertenecen al primer conjunto pero no
al segundo.

Interpretacion conceptual: Dentro del problema que se esta
analizando, esta operacién sirve para identificar a aquellos estudiantes que
pertenecen a una clasificacién especifica, pero no a otra. Un ejemplo claro
serfa el caso de los estudiantes becarios que no participan en actividades
deportivas.

Interpretacién formal: En teoria de conjuntos, la diferencia entre dos
conjuntos A y B se define de la siguiente manera:

A-B={z|x€Ayx¢ B}

Esto es, la diferencia estd formada por los elementos que pertenecen a
A, pero no pertenecen a B.
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Cédigo 1.8: mostrar resultado

100 def mostrar_resultado (nombre_operacion, conjunto):

101 print ("\n ")
102 print (f"Resultado de {nombre_operacion}:")
103

104 if len(conjunto) ==

105 print ("Conjunto vacio")

106 else:

107 for elemento in conjunto:

108 print (elemento)

Propésito computacional: Esta funcién se encarga de mostrar en
pantalla los resultados de las operaciones sobre conjuntos, es decir, los
elementos de cada conjunto resultante.

Interpretaciéon conceptual: En el problema que se analiza, visualizar
esos resultados permite entender con mayor claridad las relaciones entre
los distintos grupos de estudiantes.

Interpretaciéon formal: Desde una perspectiva formal, esta funcién
no modifica los conjuntos ni realiza operaciones matematicas sobre ellos;
Unicamente permite representar explicitamente el conjunto resultado de
una operacion previamente calculada.

Las siguientes secciones permiten evidenciar la aplicacién préactica de
los conceptos formales de alfabetos, palabras y lenguajes, ampliamente
desarrollados en la literatura especializada |[Lin and Rodger, 2009].

1.2. Sistema de autenticacion bancaria

Una entidad bancaria se encuentra implementando un nuevo sistema
de autenticacién para transferencias electréonicas. Debido a requerimientos
de interoperabilidad con sistemas heredados, el generador de codigos
opera unicamente con simbolos pertenecientes a un conjunto previamente
establecido.

Durante las pruebas piloto se identificaron fallos, ya que algunos
modulos estaban aceptando y procesando caracteres no contemplados
originalmente. Esta situacién produjo inconsistencias entre el servidor
central y la aplicacién moévil, generando discrepancias en la validacion de
los codigos.

El escenario evidencia la importancia de contar con una definicién clara
y precisa de los elementos que intervienen en el sistema, especialmente en
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entornos donde multiples componentes interactiian y dependen de reglas
estrictamente delimitadas.

1.2.1 Andlisis / Abstraccién

Después de analizar la situacién problema anteriormente planteada, se
puede identificar al menos un problema relacionado:

a. ;Cual es el problema a resolver?

Actualmente la entidad bancaria se encuentra implementando un
nuevo sistema de autenticaciéon para transferencias electrénicas. Ante
esta situacion, el equipo de ingenieria debe formalizar rigurosamente el
conjunto de simbolos permitidos antes de disenar el validador automatico,
considerando su impacto en la seguridad, la consistencia, posibles fallos y
el control de entradas del sistema en lo referente a restricciones adecuadas,
tales como errores de procesamiento, vulnerabilidades de seguridad o
ambigiiedades en la interpretacion de los datos.

b. ;Cudl es la informacién necesaria?

Para modelar el sistema de autenticacién es necesario identificar los
elementos fundamentales del problema:

= El conjunto de simbolos permitidos en el sistema, que se modela como
un alfabeto X.

» Las entradas generadas o ingresadas por el usuario, que se
representan como cadenas construidas a partir de X.

» La regla que determina si una entrada es valida se basa en si
sus simbolos pertenecen o no al alfabeto que se haya definido
previamente.

Con esta informacion es posible representar formalmente el sistema y
analizar la validez de las entradas.
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1.2.2 Diseno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

1. Identificar los simbolos permitidos.
Definir formalmente el conjunto alfabeto.

Solicitar la credencial

- W N

Verificar si cada simbolo de la credencial pertenece al conjunto
definido, alfabeto.

ot

Verificar si se acepta o rechaza la credencial.

6. Mostrar el resultado

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la soluciéon se requieren dos formalismos claves de la
teoria de lenguajes formales: Alfabetos, proporciona el conjunto bésico de
simbolos a partir del cual se construyen todas las expresiones del lenguaje
y los simbolos, unidades minimas de informacion.

Alfabeto

Para entender qué es una cadena o un lenguaje formal, primero hay que
hablar del alfabeto. Un alfabeto no es méas que un conjunto finito y no vacio
de simbolos. En la Teoria de Lenguajes Formales, es la materia prima: a
partir de ¢l se construyen todas las expresiones. Normalmente se denota
con la letra X.

La cardinalidad de un alfabeto ¥ se denota por |X|.
Ejemplos:

» Si ¥ ={0,1}, entonces |X| = 2. Este alfabeto es ampliamente
utilizado en la representacién de informacion binaria.
» Si ¥ ={a,b,c}, entonces |X| = 3.

= En el diseno de lenguajes de programacion, un alfabeto puede
incluir letras, digitos y simbolos especiales, por ejemplo:

Y={a,...,2,A, ..., Z,0,...,9,4+,—, %/}
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Alfabetos y su rol en los lenguajes formales

La eleccion de un alfabeto determina el universo de simbolos disponibles
para la construccion de cadenas y, en consecuencia, el conjunto potencial
de lenguajes que pueden definirse sobre dicho alfabeto. En capitulos
posteriores se estudiara como, a partir de un alfabeto fijo, es posible
especificar subconjuntos particulares de cadenas mediante gramaticas
formales o modelos de computo. Es importante notar que un mismo
lenguaje formal puede definirse tinicamente con respecto a un alfabeto
dado; cambiar el alfabeto implica modificar el conjunto de cadenas posibles
y, por tanto, el contexto formal en el cual se estudia el lenguaje.

Simbolos

En el contexto del sistema de autenticacion, los simbolos representan las
unidades minimas de informacion que pueden componer una credencial
o codigo de acceso. Desde el punto de vista formal, cada simbolo es
un elemento individual perteneciente a un conjunto finito denominado
alfabeto ¥. En términos de ingenieria de sistemas y computacién, estos
simbolos pueden corresponder a letras, digitos o caracteres especiales
permitidos por las politicas de seguridad del sistema. La correcta
identificacién de los simbolos garantiza consistencia en el procesamiento
de entradas y evita ambigiiedades en la interpretacion de los datos.

Restriccion de dominio

La restriccion de dominio consiste en delimitar explicitamente el
conjunto de valores vélidos que puede tomar una entrada dentro del
sistema. En este caso, implica establecer que toda credencial debe estar
compuesta exclusivamente por simbolos pertenecientes al alfabeto Y. Esta
restriccion es fundamental en el disefio de software seguro, ya que reduce
el espacio de posibles entradas, previene comportamientos inesperados y
minimiza vulnerabilidades asociadas a datos no controlados. Formalmente,
cualquier cadena valida debe cumplir la condicion w € ¥*.

Validacién estructural basica

La validacion estructural basica corresponde al proceso mediante el
cual el sistema verifica que la entrada cumpla con las reglas formales
previamente definidas, antes de ejecutar cualquier procesamiento adicional.
En este ejercicio, la validacién implica comprobar que cada simbolo
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de la cadena ingresada pertenece al alfabeto permitido y que la
estructura general de la cadena se ajusta a los requisitos establecidos.
Desde una perspectiva de arquitectura de software, esta validaciéon debe
implementarse en las primeras capas del sistema (por ejemplo, en el
backend o en los servicios de control de entrada), garantizando coherencia
entre la especificacion formal y la implementacion técnica.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

El andlisis de este problema retoma algunos conceptos fundamentales
de la teoria de conjuntos que ya se vieron antes. Uno de ellos es la
representacion de informacién mediante conjuntos, lo cual permite modelar
el sistema de autenticacion de forma estructurada.

En este nuevo contexto, el alfabeto ¥ se puede ver como un conjunto
finito de simbolos, y las cadenas como combinaciones de elementos de ese
conjunto. La validacion, por su parte, se relaciona directamente con la
pertenencia: se verifica si los simbolos de una entrada estdn dentro del
conjunto definido.

Asi, nociones como conjunto, elemento y pertenencia se reutilizan,
pero ahora aplicadas a un problema diferente. Eso permite reconocer
patrones comunes en la forma de modelar y analizar distintos problemas
computacionales.

d. Diseno de la solucién para el problema

Primero se define el alfabeto de entrada, que en este caso es el conjunto
de caracteres validos, tiendo presente lo siguiente:

Cadena compuesta tnicamente por simbolos de ¥

Adicionalmente, pueden definirse patrones mas especificos como:

Presencia de al menos un digito.

Presencia de al menos una letra maytscula.

Presencia de al menos un simbolo especial.

Longitud minima requerida.
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Definicién formal del alfabeto

Sea el sistema de autenticacion que permite:

Letras mayusculas: A, B, ..., Z

Letras mintsculas: a,b, ...,z
Digitos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
Simbolos especiales: { @, #, § }

Entonces el alfabeto permitido se define formalmente como:
Y={A, ..., Za,...,2,0,...,9 @ # $}
Toda credencial valida debe pertenecer al conjunto: X

Importancia de la definicién explicita del alfabeto

Definir formalmente ¥ permite:

Establecer una politica clara de entrada.

Reducir ambigiiedades en el procesamiento.

Garantizar coherencia entre cliente y servidor.

Prevenir vulnerabilidades por caracteres no controlados.

Sin una definicion formal, el sistema podria aceptar entradas
inconsistentes o maliciosas.

1.2.3 Codificacion
La representacion del alfabeto se puede llevar a una implementacién

en codigo ejecutable. Esta seccion muestra como traducir dichas
representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

El siguiente algoritmo de validacion debe reflejar cada una de las etapas
definidas, se plantea de acuerdo con la descomposicién:
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Cddigo 1.9: Funcidén main ()

1 def main() :

2 # Paso 1

3 simbolos = identificar_simbolos ()

4

5 # Paso 2

6 sigma = definir_ alfabeto(simbolos[0], simbolos[l], simbolos[2],
simbolos[3])

7

8 # Entrada

9 credencial = pedir_credencial ()

10

11 # Paso 3

12 es_valida = verificar_simbolos (credencial, sigma)

13

14 # Paso 4

15 resultado = validar_credencial (es_valida)

16

17 mostrar_proceso (resultado)

Propésito computacional: Coordina la ejecucion del programa
llamando a cada funcién en el orden establecido por la descomposicion
del problema.

Interpretaciéon conceptual: Lo que hace esta funcién es coordinar
todo el proceso, desde el momento en que se definen los simbolos hasta
que se entrega el resultado final.

Relacién con el diseno algoritmico:

1. Identificar los simbolos permitidos.
2. Definir formalmente el alfabeto.
3. Verificar la pertenencia de la cadena.

4. Determinar si la entrada se acepta o se rechaza.

Este procedimiento garantiza lo siguiente:

= Que toda entrada cumpla con la restriccién de dominio.
= Que la validacion estructural se ejecute antes del cifrado.

= Que se reduzca el riesgo de vulnerabilidades provocadas por entradas
no controladas.
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Cédigo 1.10: Funcion identificar simbolos

23 def identificar_simbolos () :

24 mayusculas = set ("ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ")

25 minusculas = set ("abcdefghijklmnopgrstuvwxyz")

26 digitos = set ("0123456789")

27 especiales = set ("@#S")

28 resultado = (mayusculas, minusculas, digitos, especiales)
29

30 return resultado

Propésito computacional: Esta funcién construye cuatro conjuntos
que agrupan los simbolos permitidos segtin su categoria: letras mayusculas,
letras minusculas, digitos y caracteres especiales. Luego devuelve esos
conjuntos organizados dentro de una tupla, para que puedan usarse mas
adelante.

Interpretacion conceptual: Lo que se hace aqui es una clasificacién
estructurada de los simbolos disponibles en el sistema, separandolos en
subconjuntos homogéneos (es decir, cada subconjunto agrupa simbolos del
mismo tipo).

Interpretacién formal: Se definen subconjuntos del alfabeto:
M=A{A,...,Z}, m=A{a,...,z}, D=H0,...,9}, E={Q#5$}

Estos conjuntos seran utilizados posteriormente para construir el alfabeto
total.

Cédigo 1.11: Funcién definir alfabeto

36 def definir_ alfabeto(mayusculas, minusculas, digitos, especiales):

37 sigma = mayusculas.union (minusculas)
38 sigma = sigma.union(digitos)

39 sigma = sigma.union (especiales)

40

41 return sigma

Propésito computacional: Recibe los subconjuntos previamente
definidos y construye un tnico conjunto que contiene todos los simbolos
permitidos.

Interpretaciéon conceptual: Lo que se logra con esta funcion es
consolidar el conjunto total de simbolos autorizados dentro del sistema. En
otras palabras, reline en un solo lugar todos los simbolos que se consideran
validos.
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Interpretaciéon formal: Desde el punto de vista formal, la funcién
implementa la operaciéon de unién de conjuntos. La expresion seria la
siguiente:

Y=MUmUDUE

En esta ecuacion, ¥ representa el alfabeto formal del sistema, es decir,
el conjunto total de simbolos permitidos.

Cébdigo 1.12: Funcién pedir credencial

45 def pedir_credencial () :

46 credencial = input ("Ingrese la credencial: ")
47

48 return credencial

Propésito computacional: Solicita al usuario el ingreso de una cadena
desde el teclado y la retorna para su posterior procesamiento dentro del
sistema.

Interpretacién conceptual: Se captura la entrada del usuario, la cual
representa la credencial que sera evaluada para determinar si cumple con
las condiciones del sistema de autenticacion.

Interpretacién formal: La funcién define una operacién de entrada
donde se obtiene una palabra w € ¥*, la cual serd posteriormente evaluada
respecto al alfabeto X y las condiciones de validez establecidas.

Cobdigo 1.13: Funcidén verificar simbolos

53 def verificar_simbolos (cadena, sigma, indice=0) :

54 pertenece = True

55

56 if len(cadena) ==

57 pertenece = False

58 else:

59 if indice < len(cadena) :

60 if cadena[indice] not in sigma:
61 pertenece = False

62 else:

63 pertenece = verificar_simbolos (cadena, sigma, indice + 1)
64 else:

65 pertenece = True

66
67 return pertenece
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Propésito computacional: Evalia de manera recursiva cada simbolo
de la cadena ingresada, verificando si pertenece al alfabeto . Ademaés,
valida que la cadena no sea vacia y retorna un valor booleano que indica
si la cadena es vélida o no.

Interpretaciéon conceptual: La funcion recorre la cadena simbolo por
simbolo. Si la cadena esta vacia o algiin simbolo no esta en el conjunto
permitido, se rechaza.

Interpretaciéon formal: Se verifica que w € X* cumpla w # €y
Ve € w,c € Y. El proceso es recursivo y evalia cada posiciéon hasta
terminar la cadena.

Cédigo 1.14: Funcidén validar credencial

72 def validar_credencial (es_valida) :
73

74 if es_valida:

75 mensaje = "Acceso permitido"
76 else:

77 mensaje = "Acceso denegado"
78

79 return mensaje

Propésito computacional: Interpreta el resultado de la verificacion y
genera un mensaje final de aceptacién o rechazo.

Interpretacién conceptual: Transforma una condicién logica en una
decision del sistema.

Interpretacion formal: Si w € L, entonces la credencial es aceptada;
en caso contrario, es rechazada.

Cédigo 1.15: Funcién mostrar proceso ()

81 def mostrar_proceso (resultado) :
82 print (resultado)

Propésito computacional: Esta funcién recibe como pardmetro el
resultado final del proceso de validacion y lo muestra en pantalla mediante
la instruccién print. Su objetivo es comunicar al usuario la decisién
generada por el sistema.




36 Fundamentos tedricos

Interpretacion conceptual: Representa la etapa de salida del
algoritmo. Mientras las funciones anteriores realizan operaciones de
construccién y verificacion, esta funcion cumple la tarea de presentar el
resultado obtenido, haciendo visible la respuesta del sistema.

Interpretacion formal: Desde el punto de vista abstracto, esta funcion
no modifica el lenguaje ni interviene en la verificacién de pertenencia. Su
papel se limita a mostrar el resultado de la evaluacion de la condicion:

wE L
donde L es el lenguaje definido previamente.

Es decir, actia como un mecanismo de comunicaciéon del resultado, sin
modificar la légica que determina si la entrada se acepta o se rechaza.

1.3. Analisis de comportamiento comercial

Una cadena de supermercados quiere analizar los patrones de compra
y devolucién que aparecen durante sus campanas promocionales. Cada
transaccion se codifica de manera simbodlica y se guarda como una secuencia
ordenada dentro de la base de datos.

Lo que la empresa busca es identificar rachas de devoluciones
consecutivas, periodos de alta venta y secuencias atipicas que podrian
evidenciar posibles situaciones de fraude.

1.3.1 Andlisis / Abstraccién

Después de analizar la situacién problema anteriormente planteada, se
puede identificar al menos un problema relacionado:

a. ;{Cual es el problema a resolver?

La cadena de supermercados requiere modelar formalmente la jornada
de transacciones. La idea es representar cada operacion como una cadena
sobre un alfabeto finito. Esto permite analizar la estructura secuencial y
el orden de los simbolos, que son aspectos clave para identificar patrones
significativos de compra y devolucion.
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Al preservar el orden de los registros, se pueden detectar tanto
regularidades y comportamientos recurrentes como secuencias atipicas o
sospechosas dentro de los datos almacenados. Asi se obtiene una estrategia
formal de analisis que ayuda a tomar decisiones y a controlar posibles
anomalias.

Por el contrario, si no se hiciera este modelado, se podria perder
informacién relevante. En concreto, si no se conserva el orden y la
estructura de las transacciones, la interpretacion de los patrones de
comportamiento se vuelve mas dificil o incluso incorrecta.

b. ;Cudl es la informacién necesaria?

Para modelar la jornada de transacciones es necesario identificar los
elementos fundamentales del problema:

» El conjunto de tipos de transacciones que pueden ocurrir (por
ejemplo, compra, devolucién, cancelacién), los cuales se representan
como un alfabeto X.

» Las jornadas de transacciones, que se modelan como cadenas
formadas por secuencias ordenadas de simbolos del alfabeto.

= El orden en el que ocurren las transacciones, ya que este determina
la estructura de la cadena y permite analizar patrones.

Con esta informacion es posible representar formalmente las secuencias
de transacciones y analizar su comportamiento.

1.3.2 Disenno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

El anélisis de las jornadas se apoya en la teoria de lenguajes formales.
Cada jornada se representa como una cadena sobre un alfabeto finito que
describe los tipos de operacién del supermercado.

La descomposicion logica propuesta es la siguiente:

1. Definir el alfabeto de transacciones.

2. Solicitar Secuencia.
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3. Verificar si cada simbolo de la secuencia pertenece al conjunto

definido, alfabeto.
4. Analizar las secuencias.
5. Clasificar las secuencias.

6. Mostrar el resultado

Este enfoque garantiza que el andlisis preserve la estructura secuencial
de las transacciones y permita una deteccién sistematica de patrones
significativos dentro del conjunto de registros almacenados.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucién se requieren dos formalismos claves de la teoria
de lenguajes formales: las cadenas, que describen las estructuras basicas,
y la Longitud de una cadena, que hace referencia a la cantidad de
simbolos.

Cadena

Con el alfabeto ya definido, el siguiente paso es construir las estructuras
basicas que se generan a partir de él. A esas estructuras se les llama cadenas
(o palabras), y son la base de los lenguajes formales.

)
Sea ¥ un alfabeto. Una cadena (o palabra) sobre 3 es una secuencia
finita de simbolos pertenecientes a . Si w es una cadena formada
por los simbolos ay, as, ..., a, € X, se suele escribir: w = ajas . . . a,.
Ejemplos:

- 0101 € {0,1}*
» abc € {a,b, c}*

Longitud de una cadena

La longitud de una cadena w, denotada por |w|, es el nimero de simbolos
que la componen.
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Si una cadena w estda formada por n simbolos, es decir, w =
ajasg - - - a,, entonces su longitud se denota como |w| = n.
Algunos ejemplos:

» Si w = 0101, entonces |w| = 4.
» Si w = abe, entonces |w| = 3.

» Si w = zy79x3, entonces |w| = 3.

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema retoma y amplia los conceptos trabajados en los ejercicios
anteriores, tanto desde la teoria de conjuntos como desde el sistema de
autenticacion.

En primer lugar, se reutiliza la idea de conjunto para representar el
alfabeto Y, entendido como un conjunto finito de simbolos que describen
los tipos de transacciones posibles.

Asimismo, se retoma el concepto de cadena, ya utilizado en el sistema de
autenticacion, donde una secuencia de simbolos representa una entrada. En
este caso, dicha secuencia modela una jornada completa de transacciones.

La diferencia clave esté en que ahora el orden de los simbolos se tiene en
cuenta de forma explicita. Con esto ya no solo se puede verificar la validez
de las entradas, sino también estudiar patrones y comportamientos dentro
de las secuencias.

De esta manera, se evidencia la reutilizacion de conceptos fundamentales
como conjunto, simbolo y cadena, aplicados en un contexto mas complejo
orientado al analisis de secuencias.

d. Diseno de la solucion para el problema

La estrategia de resolucion mantiene la misma estructura general que se
uso en el ejercicio anterior.

En primer lugar, se define el alfabeto ¥ que representa los tipos de
transaccion. Posteriormente, la secuencia almacenada se modela como una
palabra w € X y se recorre simbolo por simbolo mediante un procedimiento
iterativo.
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La diferencia con el ejercicio previo no estd en como estd construido
el algoritmo, sino en qué se revisa mientras se recorre la cadena. Antes
bastaba con comprobar que cada simbolo estuviera en el alfabeto. Ahora,
en cambio, se analizan las relaciones entre simbolos seguidos para detectar
rachas o ciertos patrones de comportamiento.

Sea el alfabeto:

¥ ={V,D}
donde:

= V representa una venta.

= D representa una devolucion.

Una jornada comercial se modela como una cadena:

W= aias...0,, a; €2

Para detectar devoluciones consecutivas se analiza la existencia de la
subcadena:

DD

Formalmente, el lenguaje que contiene todas las jornadas con al menos
dos devoluciones consecutivas es:

L={w e X | DD es subcadena de w}

Asi, el esquema general se mantiene:

1. Definir formalmente el alfabeto.

2. Validar la secuencia como palabra sobre .

3. Recorrer la cadena de manera ordenada.

4. Evaluar una condicién especifica durante el recorrido.

5. Emitir una clasificacién segin el resultado obtenido.
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Por lo tanto, se reutiliza el mismo patron estructural de modelado y
analisis sobre cadenas, y lo tinico que cambia es el criterio de evaluacion.

1.3.3 Codificacion

La representaciones del alfabeto y cadenas se puede llevar a una
implementacion en codigo ejecutable. Esta seccién muestra cémo traducir
dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

El siguiente algoritmo de validacion debe reflejar cada una de las etapas
definidas, se plantea de acuerdo con la descomposicion:

Cédigo 1.16: Funcion main ()

1 def main () :

2 sigma = definir_alfabeto()

3 secuencia = pedir_secuencial()

4 es_valida = verificar_simbolos (secuencia, sigma)

5 max_devoluciones = analizar_secuencia (secuencia)

6 resultado = clasificar(es_valida, max_devoluciones)
7

mostrar_resultado (resultado)

Propésito computacional: Orquesta la ejecucion del programa,
coordinando la definicién del alfabeto, la captura de la secuencia, su
validacién, andlisis y clasificacién final.

Interpretacion conceptual: Esta funcion organiza el flujo de ejecucion
del sistema y asegura que cada paso se haga en el orden correcto.

Interpretaciéon formal: Define una secuencia de operaciones sobre
w € ¥*: validacion, andlisis y clasificacion. Produce una salida que describe
el comportamiento de w en el sistema.

Cédigo 1.17: Funcion definir alfabeto ()

12 def definir_alfabeto():
13 sigma = {"C", "D"}
14

15 return sigma
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Propésito computacional: Construye y devuelve el conjunto de
simbolos permitidos dentro del sistema de transacciones.

Interpretaciéon conceptual: Esta funcion establece los tipos de
eventos que pueden registrarse en la base de datos durante una campana
promocional.

Interpretaciéon formal: En términos formales, define el alfabeto del
sistema de la siguiente manera: ¥ = {C, D}, donde C representa una
compra y D una devolucion.

Cédigo 1.18: Funcion pedir_secuencia

20 def pedir_secuencial():

21 secuencia = input ("Ingrese la secuencia de transacciones: ")
22

23 return secuencia

Propésito computacional: Solicita al usuario el ingreso de una
secuencia de simbolos desde el teclado y la retorna para su procesamiento.

Interpretaciéon conceptual: Se captura la entrada que representa una
serie de transacciones que seran analizadas por el sistema.

Interpretacion formal: Se obtiene una palabra w € ¥*, la cual serd
posteriormente evaluada respecto al alfabeto ¥ y las condiciones de validez
establecidas.

Cddigo 1.19: Funcion verificar simbolos

28 def verificar_simbolos (secuencia, sigma, indice=0):

29 es_valida = True

30

31 if len(secuencia) == 0:

32 es_valida = False

33 else:

34 if indice < len(secuencia):

35 if secuencialindice] not in sigma:

36 es_valida = False

37 else:

38 es_valida = verificar_simbolos (secuencia, sigma, indice +
1)

39 else:

40 es_valida = True

41
42 return es_valida
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Propésito computacional: Evaltia de forma recursiva cada simbolo
de la secuencia ingresada, verificando si pertenece al alfabeto . Ademas,
valida que la secuencia no sea vacia.

Interpretaciéon conceptual: La funcién recorre la cadena de forma
secuencial y analiza cada simbolo para determinar si corresponde a una
transaccion valida. Si algin simbolo no pertenece al conjunto permitido, o
si la secuencia esta vacia, entonces se rechaza.

Interpretaciéon formal: Desde el punto de vista formal, la funcién
verifica que una palabra w € X* cumpla dos condiciones: que no sea la
cadena vacia (w # €) y que todos sus caracteres pertenezcan al alfabeto
(Ve € w,c € ¥). El andlisis se realiza mediante un proceso recursivo que
evalia cada posicion de la cadena.

Cédigo 1.20: Funcion analizar secuencia

47 def analizar_secuencia (secuencia, indice=0, contador=0, max_devoluciones=0)

48 resultado = max_devoluciones

49

50 if indice < len(secuencia) :

51

52 if secuencia[indice] == "D":

53 contador = contador + 1

54 else:

55 contador = 0

56

57 if contador > max_devoluciones:
58 max_devoluciones = contador
59

60 resultado = analizar_secuencia (secuencia, indice + 1, contador,

max_devoluciones)
61
62 return resultado

Propésito computacional: Recorre la secuencia simbolo por simbolo
y calcula la longitud maxima de rachas consecutivas de devoluciones.

Interpretaciéon conceptual: Esta funcion permite identificar com-
portamientos repetitivos dentro de la jornada comercial. En particular,
detecta devoluciones consecutivas que podrian indicar situaciones atipicas.

Interpretacion formal: Dada una palabra
W = C1Cy...Cp

la funcion analiza la relacién entre simbolos consecutivos ¢; y ¢;41 para
determinar la mayor subsecuencia contigua formada exclusivamente por el
simbolo D.
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Cébdigo 1.21: Funcion Clasificar

67 def clasificar(es_valida, max_devoluciones) :

68 resultado = "Secuencia invalida"

69

70 if es_valida:

71 resultado = "Comportamiento regular"

72

73 if max_devoluciones >= 3:

74 resultado = "Secuencia atipica detectada"
75

76 return resultado

Propésito computacional: Esta funcién integra el proceso de
validacion y andlisis para determinar cudl es la clasificacién final de la
secuencia.

Interpretaciéon conceptual: Esta funcién traduce el analisis
estructural de la cadena en una decision interpretativa por parte del
sistema, que puede ser "regular” o "atipico”.

Interpretacién formal: En términos formales, el proceso funciona asi:
si la secuencia no pertenece a X ni a las combinaciones posibles a partir
de él, entonces se clasifica como invalida. En caso de que si pertenezca, se
calcula la longitud maxima de las rachas de devoluciones y se compara con
un umbral que se ha definido previamente.

Cébdigo 1.22: Funcion mostrar

81 def mostrar_resultado (mensaje):
82 print (mensaje)

Propésito computacional: Muestra en pantalla el resultado del
analisis de la secuencia.

Interpretaciéon conceptual: Comunica al usuario la clasificacién
obtenida para que interprete el comportamiento de la secuencia ingresada.

Interpretacion formal: Realiza una operacion de salida con el
resultado de evaluar w, clasificada segun las reglas de ¥*.
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1.4. Seguridad corporativa y longitud de contrasenas

En los entornos actuales de seguridad corporativa, las organizaciones
dependen de mecanismos de autenticacion sélidos para proteger activos
criticos como bases de datos, informacion financiera, propiedad intelectual
y credenciales de acceso remoto. Empresas tecnologicas como Microsoft,
Google e IBM han documentado que una de las principales causas de
incidentes de seguridad contintia siendo el uso de contrasenas débiles o
configuradas de manera inadecuada.

1.4.1 Andlisis / Abstraccién

Después de analizar la situaciéon problema anteriormente planteada, se
puede identificar al menos un problema relacionado:

a. ;Cuadl es el problema a resolver?

Consiste en analizar formalmente la longitud de una cadena dentro de
un sistema de autenticacion y determinar como esta propiedad estructural
incide en la seguridad del mecanismo de acceso.

En particular, se busca explicar qué representa la longitud de una cadena
desde la teoria de lenguajes formales, es decir, como el nimero de simbolos
que componen una cadena definida sobre un alfabeto finito, y examinar
cémo dicha longitud influye en el niimero total de combinaciones posibles
que pueden generarse dentro del sistema.

Asimismo, se pretende argumentar por qué la longitud constituye
un criterio estructural independiente del contenido semantico de la
contrasena, ya que depende exclusivamente de la cantidad de simbolos
y no del significado que estos puedan tener. Finalmente, el problema
implica proponer una forma coherente de integrar esta restriccion de
longitud dentro del mecanismo general de validacién y control de
acceso, garantizando consistencia formal y fortalecimiento del esquema de
seguridad.

b. ;Cudl es la informacién necesaria?

Para modelar el sistema de contrasenas es necesario identificar los
elementos fundamentales:
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= Kl conjunto de simbolos permitidos, que se representa como un
alfabeto 3.

» Las contrasenias del sistema, que se modelan como cadenas
construidas a partir de X.

= La longitud de las cadenas, entendida como el ntimero de simbolos
que componen cada contrasena.

Con esta informacion es posible analizar las propiedades estructurales
de las contrasenas y su impacto en la seguridad del sistema.

1.4.2 Diseio / Descomposicién
a. ;{Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

El analisis de las contrasenas se hace desde la teoria basica de lenguajes
formales. Basicamente, una contrasena se trata como una cadena sobre un
alfabeto finito, y lo que importa es que su longitud esté entre un minimo
y un méaximo predefinidos.

Para resolver el problema, se propone la siguiente descomposicion légica:
1. Identificar simbolos, se establecen los conjuntos de simbolos que seran
utilizados en el sistema.

2. Definir alfabeto, se construye el alfabeto ¥ a partir de la unién de
los simbolos definidos.

3. Pedir contrasena, se obtiene la cadena de entrada del usuario.

4. Pedir longitud minima, se define el valor minimo requerido para la
longitud de la cadena.

5. Validar longitud permite verificar si la cadena cumple con la
restriccion de longitud.

6. Calcular combinaciones, se determina el ntimero de combinaciones
posibles en funcién del alfabeto y la longitud de la cadena.

7. Mostrar resultados, se presentan los resultados obtenidos.
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b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucién se requieren dos formalismos claves de la teoria
de lenguajes formales: las Conjunto de cadenas, que describen las
estructuras basicas, las Operaciones con cadena, que hace referencia a
como se pueden construir nuevas cadenas con cadenas existentes, Prefijos,
sufijos y subcadenas elementos en cadenas y Lenguajes definidos por
Propiedades, permite verificar longitud, simbolos iniciales, finales, entre
otros.

Conjunto de cadenas sobre un alfabeto

Sea ¥ un alfabeto. A partir de él se define el conjunto de todas las
cadenas finitas que se pueden formar con sus simbolos, y eso incluye
también la cadena vacia.

Si ¥ = {a, b}, entonces:El conjunto de cadenas sobre un alfabeto es =
{e,a,b,aa,ab,ba,bb, aaa, . ..}

El conjunto es infinito, incluso cuando el alfabeto ¥ es finito.

Operaciones sobre cadenas

Una vez que se tienen cadenas definidas sobre un alfabeto, se
pueden combinar y manipular con distintas operaciones formales. Estas
operaciones permiten generar nuevas cadenas a partir de las ya existentes, y
también son la base para definir operaciones mas generales sobre lenguajes
formales.

Concatenacién

Sean u,v € X. La concatenacion de u y v, denotada por uv, es la cadena
obtenida al escribir los simbolos de u seguidos, en el mismo orden, por los
simbolos de v.

Siu=aas: - ay,yv=Dbbs---b,, entonces:

UV = a1ay * - - Aypbiby - -+ by,

Propiedades de la concatenacién

La operacion de concatenacién sobre cadenas cumple las siguientes
propiedades:
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= Asociatividad: Si se tiene las siguientes cadenas u, v, w € X,

(uwv)w = u(vw)

» Elemento neutro: Para toda cadena w € X,

WeE =W =W

= No conmutatividad: En general, para u,v € ¥,

uv # vu

Ejemplo
Sean u = ab y v = ba. Entonces:
uv = abba, vu = baab

por lo que uv # vu.

Prefijos, sufijos y subcadenas
Definiciones

Prefijo: Sea w € ¥*. Una cadena u € X* es un prefijo de w si existe
v € X* tal que w = ww.

Sufijo: Sea w € ¥*. Una cadena u € ¥* es un sufijo de w si existe v € ¥*
tal que w = vu. Es decir, u es la parte final de w.

Subcadena:Sea w € Y>*. Una cadena u € X* es una subcadena de w si
existen z,y € X* tales que w = zuy. En otras palabras, u es un segmento
continuo dentro de w.

¢ Como diferenciarlos visualmente?

Ejemplo Para w = abab:

» Prefijos: empiezan desde el principio — ¢, a, ab, aba, abab
= Sufijos: terminan en el final — ¢, b, ab, bab, abab

= Subcadenas: cualquier segmento continuo — a, b, ab, ba, aba

Los prefijos y los sufijos son casos particulares de subcadenas: un prefijo
es una subcadena donde x = ¢, y un sufijo es una subcadena donde y = ¢.
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Ejemplos con w = xyza, algunos prefijos son:

LIS
n 7.

. Ty
" TYZ.

= Ty2a.

Algunos sufijos son:

"
= a.
" za.
" yza.
" Tyza.
Algunas subcadenas son:
LR
. Y2
2.
. Ty

 Za.

Lenguajes definidos por propiedades

Muchos lenguajes formales se definen especificando una propiedad que
deben cumplir sus cadenas.

Un lenguaje L C ¥* se define por una propiedad P cuando:
L ={w e X" | P(w) es verdadera}

Donde P(w) es una condicién verificable sobre la cadena w.
Ejemplo
Algunos lenguajes definidos por propiedades sobre ¥ = {0, 1}:

» Longitud par: L; = {w € {0,1}* | |w| es par}
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Numero igual de 0s y 1s: Ly = {w € {0,1}* | #0(w) = #1(w)}

Comienza con 0: L3 = {w € {0,1}* | w comienza con 0}

Termina con 1: Ly = {w € {0,1}* | w termina con 1}

Prefijo igual a sufijo:
Ls = {w € {0,1}* | el primer simbolo de w = el ultimo}

Nota Estas propiedades pueden verificarse localmente (longitud,
primer /dltimo simbolo) o globalmente (balance de simbolos). Muchas son
reconocibles por autématas finitos, base de la teoria de lenguajes regulares.

Lenguajes y su interpretacion

Aunque los lenguajes formales carecen de significado semantico
intrinseco, pueden interpretarse en distintos contextos computacionales.
Por ejemplo, un lenguaje puede representar el conjunto de programas
sintacticamente correctos de un lenguaje de programacion, o el conjunto
de expresiones aritméticas bien formadas.

El estudio de los lenguajes formales se centra en describir de manera
precisa estos conjuntos, analizar sus propiedades y determinar los
mecanismos necesarios para generarlos o reconocerlos, aspectos que seran
abordados en los capitulos posteriores mediante gramaticas formales y
automatas.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema retoma y amplia los conceptos desarrollados en los
ejercicios anteriores.

En primer lugar, se reutiliza la idea de conjunto, trabajada en la
segmentacion institucional, para representar el alfabeto > como un
conjunto finito de simbolos permitidos.

Asimismo, se retoma el concepto de cadena, introducido en el sistema
de autenticacion, donde una secuencia de simbolos representa una entrada
valida dentro de un sistema.

Lo nuevo en este caso es que se anade la longitud de la cadena como un
factor a considerar. Gracias a eso se pueden analizar otras propiedades
estructurales, por ejemplo cuantas combinaciones son posibles y cémo
afecta eso a la seguridad.
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De esta manera, se evidencia la reutilizacion de los conceptos de
conjunto, simbolo y cadena, extendidos ahora hacia el analisis de
propiedades cuantitativas en las cadenas.

d. Diseno de la solucién para el problema

La estrategia de resoluciéon conserva la estructura que se ha utilizado en
los ejercicios anteriores:

Sea ¥ un alfabeto finito tal que:

Y={A,....Z,a,...,2,0,...,9,@ # §}

Las contrasenas del sistema se modelan como palabras:

we x*

La longitud de una cadena se define como la funcién:

|lw| : ¥* - N

donde |w]| representa el nimero de simbolos que componen la cadena w.

Si |X| = k y se fija una longitud n, el nimero total de combinaciones
posibles es:

k.?’l

Como el crecimiento es exponencial con respecto a mn, aumentar la
longitud hace que el espacio de buisqueda crezca de manera significativa.

A partir de esto se establece una restriccion de longitud minima:

L={weX||wl > nun}

donde nyi, es la longitud minima que exige el sistema.
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1.4.3 Codificacién

La representaciones del alfabeto y cadenas se puede llevar a una
implementacién en codigo ejecutable. Esta seccién muestra cémo traducir
dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

El siguiente algoritmo de validacion debe reflejar cada una de las etapas
definidas, se plantea de acuerdo con la descomposicion:

Cdédigo 1.23: main ()

1 def main() :

simbolos = identificar_simbolos ()

sigma = definir_alfabeto(simbolos)

contrasena = pedir_contrasena ()

n_min = pedir_longitud_minima ()

mensaje = validar_longitud(contrasena, n_min)

total = calcular_combinaciones (contrasena, sigma, n_min)
mostrar_resultados (mensaje, total)

W N U W N

Propésito computacional: Orquesta la ejecucion del sistema
mediante el llamado secuencial de las funciones definidas.

Interpretacién conceptual: Esta funcién coordina el flujo general del
proceso, que incluye: la definiciéon del alfabeto, la captura de datos, la
validaciéon y la presentacion de resultados.

Interpretaciéon formal: En términos formales, define una secuencia
de evaluaciones sobre una palabra w € ¥*. Para ello aplica funciones que
verifican restricciones y calculan propiedades asociadas, todo sin realizar
procesamiento interno adicional.

Cddigo 1.24: identificar simbolos ()

10 def identificar_simbolos () :

11 mayusculas = set ("ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ")

12 minusculas = set ("abcdefghijklmnopgrstuvwxyz")

13 digitos = set ("0123456789"

14 especiales = set ("@#S")

15 resultado = (mayusculas, minusculas, digitos, especiales)

16
17 return resultado
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Propésito computacional: Construir los subconjuntos de simbolos
que seran utilizados para definir el alfabeto del sistema.

Interpretacion conceptual: Esta funcién separa los tipos de
caracteres permitidos en categorias estructurales: letras mayusculas, letras
minusculas, digitos y simbolos especiales. Esta clasificacion ayuda a
organizar el universo de simbolos antes de unificarlos formalmente.

Interpretacién formal: Define subconjuntos finitos tales que:

M=AA, ..., 7}
m=A{a,...,z}
D=1{0,...,9}
E={a #3}

Estos conjuntos seran utilizados posteriormente para construir el
alfabeto total.

Cédigo 1.25: Funcién definir alfabeto ()

20 def definir_alfabeto(simbolos) :

21 sigma = simbolos[0].union(simbolos[1])
22 sigma = sigma.union(simbolos[2])

23 sigma = sigma.union(simbolos[3])

24

25 return sigma

Propésito computacional: Unificar los subconjuntos de simbolos en
un unico conjunto denominado 3.

Interpretaciéon conceptual: Integra todas las categorias de simbolos
permitidos en el sistema, estableciendo el universo estructural para las
cadenas.

Interpretaciéon formal: Construye el alfabeto como una unién de
conjuntos: X = M Um U D U E, donde ¥ es finito.

Cédigo 1.26: Funcidén pedir _contrasefia ()

27 def pedir_ contrasenal():

28 contrasena = input ("Ingrese la contrasefia: ")
29

30 return contrasena
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Propésito computacional: Solicita al usuario una contrasena y la
almacena para su posterior validacion.

Interpretaciéon conceptual: Permite capturar la contrasena que sera
evaluada segun las reglas definidas por el sistema.

Interpretaciéon formal: Se obtiene una cadena w € »*, la cual sera
analizada para verificar si cumple las condiciones establecidas.

Cédigo 1.27: Funcién pedir longitud minima ()

32 def pedir_ longitud_minima () :

33 n_min = int (input ("Ingrese la longitud minima: "))
34

35 return n_min

Propésito computacional: Solicita al usuario el ingreso de un valor
entero que representa la longitud minima requerida para la validacién de
la cadena.

Interpretaciéon conceptual: Se establece dindmicamente una
restriccion sobre el tamafio minimo que debe cumplir la contrasena.

Interpretaciéon formal: Se obtiene un valor n,,;, € N, el cual se
utilizard para verificar la condicion |w| > npip.

Cébdigo 1.28: Funcién validad longitud ()

37 def validar_longitud(w, n_min):

38 resultado = ""

39

40 if len(w) == 0:

41 resultado = "Cadena invdlida: no puede estar vacia."
42 elif len(w) >= n_min:

43 resultado = "Longitud valida."

44 else:

45 resultado = "Longitud insuficiente."

46

47 return resultado

Propésito computacional: Esta funcion evalia si la cadena ingresada
cumple con la longitud minima requerida y si no esta vacia. Luego retorna
un mensaje que describe el resultado de esa verificacion.

Interpretacién conceptual: Lo que se hace aqui es verificar si la
contrasena tiene un tamano adecuado para ser considerada valida dentro
del sistema.
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Interpretacion formal: Dada una palabra w € ¥*, la funcién evalia:
Si w = € (cadena vacia), se rechaza.
Si |w| > npin, se acepta.

En caso contrario, se considera insuficiente.

Cédigo 1.29: Funcidén calcular combinaciones ()

50 def calcular_combinaciones (w, sigma, n_min):
51 total = 0

52

53 if len(w) >= n_min:

54 total = len(sigma) *x len (w)
55

56 return total

Propésito computacional: Determinar el nimero total de cadenas
posibles de longitud fija n.

Interpretaciéon conceptual: Esta funcion permite analizar el
crecimiento del espacio de bisqueda del sistema de autenticacion.

Interpretacién formal: Si |X| = k y |w| = n, entonces el nimero total
de combinaciones posibles es k™. La funcién, por lo tanto, implementa una
relacion de tipo exponencial.

Cédigo 1.30: Funcién mostrar proceso ()

58 def mostrar_resultados (mensaje, total):

59 print (mensaje)
60 if total > O:
61 print ("Numero total de combinaciones posibles:", total)

Propésito computacional: Esta funcion presenta en pantalla el
resultado de la validacion y, cuando corresponde, también muestra el
nimero de combinaciones posibles.

Interpretacién conceptual: Se le comunica al usuario el estado de su
contrasenia y el nivel de complejidad asociado a ella.

Interpretaciéon formal: Dado un mensaje m y un valor ¢t € N, la
funcién muestra m en pantalla. Adicionalmente, si ¢ > 0, también presenta
el valor correspondiente al tamano del conjunto de cadenas posibles.




56 Fundamentos tedricos

1.5. Validacion de formularios digitales

En el marco de la transformacién digital institucional, la universidad
ha implementado una plataforma web para gestionar procesos académicos
como matriculas, solicitudes, certificaciones y actualizacion de datos
personales.

El sistema permite que los estudiantes diligencien formularios
electronicos que incluyen campos obligatorios. Sin embargo, se ha
detectado que algunos usuarios envian formularios con campos vacios.

1.5.1 Analisis / Abstraccién

Después de analizar la situacién problema anteriormente planteada, se
puede identificar al menos un problema relacionado:

a. ;Cual es el problema a resolver?

El problema consiste en garantizar la integridad estructural de los
campos obligatorios dentro del sistema. Desde una perspectiva formal, cada
campo se modela como una cadena de caracteres definida sobre un alfabeto
determinado. Sin embargo, en algunos casos esa cadena puede estar vacia,
es decir, no contener ningtin simbolo.

La presencia de cadenas vacias en campos obligatorios afecta la
consistencia de la informacién almacenada y puede generar problemas en
los procesos administrativos que dependen de esos datos. Por lo tanto, el
problema radica en establecer un criterio formal de validacién que asegure
que cada campo obligatorio contenga al menos un simbolo valido antes de
ser aceptado y procesado por el sistema.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

Para modelar el problema es necesario identificar los siguientes
elementos:

El alfabeto ¥ que define los simbolos permitidos en los campos.

Los campos del formulario, representados como cadenas w;.

La cadena vacia € como caso particular de longitud cero.

La distincién entre cadenas vacias y no vacias (X1).
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1.5.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

El anélisis del diligenciamiento de formularios se aborda desde la teoria
béasica de lenguajes formales, considerando que cada campo ingresado por el
usuario puede representarse como una cadena construida sobre un alfabeto
Y. que describe los simbolos permitidos dentro del sistema (por ejemplo,
letras, digitos y algunos caracteres especiales). De esta manera, cada
formulario puede entenderse como un conjunto de cadenas que representan
la informacién suministrada por el estudiante, lo cual permite analizar
formalmente si los campos obligatorios contienen informacién valida o si,
por el contrario, corresponden a la cadena vacia.

Para resolver el problema, se propone la siguiente descomposicion logica:

1. Definir el alfabeto. Esto permite construir X, es decir, el conjunto
que contiene los simbolos permitidos en los campos del formulario.

2. Ingresar formulario, para capturan los datos del usuario, organizados
como un conjunto de cadenas.

3. Validar campos, verificat que cada campo no esté vacio y que sus
simbolos pertenezcan al alfabeto definido.

4. Mostrar resultado, se presenta el estado del formulario segin las
validaciones realizadas.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucién se requieren dos formalismos claves de la teoria
de lenguajes formales: las Potencia de una Cadena, que describen su
relacién con una longitud,Cadena vacia su proceso dentro de los lenguajes
vacio y unitario.

Potencia de una cadena

Sea w € ¥* y n € N. La potencia n-ésima de la cadena w, que se denota
como w", se define de manera recursiva de la siguiente forma:

w’ = e, w" = w" lw paran > 1
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Ejemplo
Si w = ab, entonces: w! = ab, w? = abab, w* = ababab
Relacién entre potencia y longitud

La potencia de una cadena estd directamente relacionada con su
longitud, tal como se expresa en la siguiente propiedad.

Sea w € ¥* y n € N. Entonces: |w"| =n - |w|
La demostracién se realiza por induccion sobre n.

Caso base: Para n = 0, se tiene w®

= ¢ y por tanto:
] = e =0=0-[uw]

Paso inductivo: Supdéngase que la propiedad se cumple para algin
n >0, es decir, |w"| =n - |w|.

Entonces: [w"™| = |w"w| = |[w"| + |w|=n - |w| + |w| = (n+ 1) - |w]
Por lo tanto, la propiedad se cumple para todo n € N.
Cadena vacia
le] =0

Esta cadena cumple un papel fundamental en la definicién de
operaciones sobre cadenas y lenguajes, ya que actia como el elemento
neutro de la concatenacion.

Ejemplos:

1. La cadena ¢ sobre cualquier alfabeto Y, que no contiene ningtin
simbolo y cuya longitud es || = 0.

2. En un formulario web, el campo "Comentarios” cuando esta
vacio antes de enviarlo representa justamente la cadena e.

3. En las expresiones regulares, el patron vacio es aquel que
coincide con "nada”, es decir, permite avanzar inmediatamente
al siguiente caracter sin consumir ninguno.

4. Una variable de texto inicializada sin contenido: ‘string texto

bR

= "7 (cadena ¢).
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Lenguaje vacio y lenguaje unitario

El lenguaje {} es el lenguaje que contiene inicamente la cadena vacia
y el lenguaje vacio, denotado por ), es el lenguaje que no contiene ninguna
cadena.

Es fundamental distinguir entre ambos lenguajes, ya que:

0#{er,  0[=0, [Hepl=1

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?
Este problema retoma conceptos fundamentales que ya se desarrollaron
en ejercicios anteriores.

En primer lugar, se reutiliza la nocién de conjunto para representar el
alfabeto Y, idea que ya habia aparecido en el problema de segmentaciéon
institucional.

Asimismo, se retoma el concepto de cadena como secuencia de simbolos,
trabajado en el sistema de autenticacion.

También se retoma la validacion por pertenencia: una cadena es valida
si pertenece a un conjunto que cumple ciertas condiciones.

La novedad aqui es que se excluye explicitamente la cadena vacia. Asi
se puede distinguir entre 3* (que la incluye) y 3 (que no), lo cual sirve
como base para validar campos obligatorios.

d. Diseno de la solucién para el problema
La estrategia de resolucién conserva la estructura que se ha utilizado en
los ejercicios anteriores:

Sea > un alfabeto finito que contiene los simbolos permitidos en los
campos del formulario.

Cada campo obligatorio se modela como una cadena:

w e D
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Un campo es estructuralmente vélido si:

w; € ET*

es decir, si pertenece al conjunto de cadenas no vacias formadas con
simbolos de .

El formulario completo se representa como:

F = (w,wa,...,wy,)

El conjunto de formularios validos queda definido como:

L={F|Vi, w;ex"}

Por tanto, un formulario es valido si todos sus campos contienen al
menos un simbolo permitido y ninguno corresponde a la cadena vacia.

Codificacién

Esta seccién muestra como traducir dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

El siguiente algoritmo de validacion debe reflejar cada una de las etapas
definidas, se plantea de acuerdo con la descomposicion:

Cddigo 1.31: main ()

1 def main() :

sigma = definir_alfabeto()

formulario = ingresar_formulario ()

resultado = validar_campos (formulario, sigma)
mostrar_resultado (resultado)

[SLEVEI S

Propésito computacional: Coordina la ejecucion del programa
mediante el llamado de las funciones definidas.

Interpretacién conceptual: Esta funcion organiza el flujo del sistema,
pero sin hacer ningtin procesamiento interno por si misma.
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Interpretacion formal: Define una secuencia de evaluacion sobre
una tupla de palabras (wi,ws,w3) € X*. Para ello, aplica funciones de
validacion sin incorporar logica adicional.

Cédigo 1.32: definir alfabeto ()

9 def definir_alfabeto():

10 letras = set ("abcdefghijklmnopgrstuvwxyzABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ")
11 digitos = set ("0123456789")

12 caracteres = set ("@_.")

13 espacios = set (" ")

14 sigma = letras.union(digitos)

15 sigma = sigma.union (caracteres)

16 sigma = sigma.union (espacios)

17

18 return sigma

Propésito computacional: Define el alfabeto del sistema a partir de
la unién de letras, digitos, caracteres especiales y espacios permitidos.

Interpretaciéon conceptual: Se construye el conjunto de simbolos
validos que pueden ser utilizados en los campos del formulario.

Interpretacién formal: Se define el alfabeto ¥ como: > = LUDUCUE,
donde L es el conjunto de letras, D el conjunto de digitos, C' el conjunto
de caracteres especiales y E el conjunto que contiene el espacio.

Cédigo 1.33: ingresar formulario ()

23 def ingresar_formulario():

24 nombre = input ("Ingrese nombre: ")

25 documento = input ("Ingrese documento: ")
26 correo = input ("Ingrese correo: ")

27 formulario = (nombre, documento, correo)
28

29 return formulario

Propésito computacional: Esta funcion solicita al usuario que ingrese
los datos del formulario y los agrupa en una estructura.

Interpretacion conceptual: Se capturan multiples entradas que
representan los campos del formulario que se van a validar.

Interpretaciéon formal: Como resultado, se obtienen palabras
wy, Wwe, wy € X*, organizadas en una tupla (wy, wy, ws).




62 Fundamentos tedricos

Cédigo 1.34: validar_campos ()

34 def validar_campos (campos, sigma) :

35 formulario_valido = "valido"

36

37 for campo in campos:

38 if campo == "":

39 formulario_valido = "no es valido"
40

41 for simbolo in campo:

42 if simbolo not in sigma:

43 formulario_valido = "no es valido"
44

45 return formulario_valido

Propésito computacional: Evalta si los campos del formulario
cumplen con las condiciones de no estar vacios y contener unicamente
simbolos validos del alfabeto.

Interpretacion conceptual: Se realiza una validacién completa del
formulario, revisando cada campo y cada simbolo dentro de ellos.

Interpretacién formal: Dado un conjunto de palabras (wq, wsq, w3), se
verifica que para cada w;:

w; # €
Ve e w;,;c €

Si alguna de estas condiciones no se cumple, el formulario no pertenece
al conjunto de cadenas vélidas.

Cddigo 1.35: mostrar resultado ()

50 def mostrar_resultado (resultado) :
51 print ("Formulario", resultado)

Propésito computacional: Esta funcion muestra en pantalla el
resultado de la validaciéon del formulario.

Interpretacién conceptual: Se le comunica al usuario si el formulario
cumple o no con las condiciones que se han establecido.

Interpretacién formal: Dado un valor r, se presenta un mensaje que
indica si la tupla de cadenas pertenece o no al lenguaje valido.
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1.6. Control vehicular automatizado

En el contexto de los sistemas inteligentes de transporte, el sistema
nacional de transito ha implementado un esquema de control vehicular
automatizado basado en camaras con reconocimiento 6ptico de caracteres
(OCR). Estas camaras se encuentran instaladas en peajes, intersecciones,
zonas de restriccion y corredores de alta circulacién. Su objetivo
es monitorear el flujo vehicular, detectar infracciones y mejorar los
mecanismos de control vial.

Cuando un vehiculo atraviesa un punto de control, la caAmara captura
la imagen de la placa y el sistema OCR produce la cadena de caracteres
correspondiente al nimero identificado. Sin embargo, debido a factores
como iluminacion deficiente, suciedad, angulo de captura o velocidad del
vehiculo, pueden producirse errores en la lectura.

1.6.1 Analisis / Abstraccién

Después de analizar la situacién problema planteada, se puede identificar
al menos un problema relacionado.

a. ;Cual es el problema a resolver?

El problema consiste en determinar cuando una cadena generada por
el sistema de reconocimiento 6ptico de placas puede considerarse valida
dentro del esquema de identificacion utilizado por el sistema de transito.

Cada lectura producida por el OCR corresponde a una secuencia de
simbolos obtenida a partir de la imagen capturada por las camaras. Sin
embargo, factores como iluminaciéon deficiente, velocidad del vehiculo,
angulo de captura o interferencias visuales pueden producir errores en la
lectura y generar cadenas que no corresponden a una placa real.

Por esta razén, es necesario definir criterios que permitan distinguir entre
secuencias validas e inconsistentes. El andlisis se centra en la estructura
de las cadenas, es decir, en el orden y tipo de simbolos que las componen,
independientemente del vehiculo al que pertenezcan.

En consecuencia, el problema se orienta a modelar formalmente las
cadenas generadas por el sistema y verificar si cumplen el formato esperado
para las placas vehiculares.
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En términos practicos, el sistema debe verificar que:

s Los caracteres correspondan tunicamente a letras maytsculas y
digitos.

» La longitud coincida con el estandar nacional establecido.

= Se cumpla la estructura definida para la placa vehicular.

Esto permite interpretar una norma administrativa como un lenguaje
formal definido mediante reglas estructurales:

Norma administrativa = Lenguaje formal

b. ;Cual es la informacién necesaria?

Para modelar el problema es necesario identificar los siguientes
elementos:

El alfabeto X, compuesto por letras maytsculas y digitos.

Las lecturas del sistema OCR, representadas como cadenas w.

La longitud de las cadenas, determinada por el estandar de las placas.

La estructura o patrén que deben cumplir las cadenas (por ejemplo,
LLLDDD,).

1.6.2 Diseno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

El analisis de las placas capturadas por el sistema de reconocimiento
6ptico de caracteres (OCR) se aborda desde la teoria basica de lenguajes
formales. Para ello, se considera que cada lectura generada por el sistema
puede representarse como una cadena de caracteres. Dicha cadena se
construye sobre un alfabeto Y que describe los simbolos que pueden
aparecer en una placa vehicular, como letras y digitos.
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A partir de esta representacién formal, es posible analizar si la cadena
obtenida corresponde a una placa valida segin las reglas que establece el
sistema de transito. De esta forma, el problema puede modelarse como un
proceso de verificacion en el que se comprueba si la cadena pertenece o no
al lenguaje que describe el formato permitido de las placas vehiculares.

Para resolver el problema, se propone la siguiente descomposicion logica:

1. Identificar simbolos, se definen los conjuntos de letras y digitos que
seran utilizaran en el sistema.

2. Definir alfabeto, se construye el alfabeto ¥ como la uniéon de los
simbolos definidos.

3. Leer placa, se obtiene la cadena ingresada por el sistema OCR.

4. Pertenece alfabeto, se verifica que todos los simbolos de la cadena
pertenezcan al alfabeto.

5. Verificar formato placa, se valida que la cadena cumpla con la
estructura definida para una placa.

6. Evaluar placa, se determina si la cadena corresponde a una placa
valida.

7. Mostrar resultado, se presenta el resultado obtenido.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucion del problema es necesario introducir algunos
conceptos basicos de la teoria de lenguajes formales. En particular, se
requiere comprender la nociéon de Potencia de una Cadena, Clausuras
Aplicadas a una cadena, Kleene y Positiva, los cuales permiten
representar formalmente las lecturas generadas por el sistema OCR.

Asimismo, es necesario utilizar el concepto de cadena vacia y las
operaciones de verificacién sobre cadenas para determinar si una lectura
cumple con la estructura definida para las placas vehiculares. Estos
elementos permiten modelar el problema de validaciéon como la verificacién
de pertenencia de una cadena a un lenguaje que describe el formato
permitido de las placas dentro del sistema de control vehicular.
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Potencia de un lenguaje

Sea L C ¥*. La potencia n-ésima de L, denotada por L™, se define como:

L° = {e}, L"=L"'L paran>1

Ejemplo Si L = {a}, entonces:

L? = {aa}, L? = {aaa}

Clausura de Kleene y Positiva de una cadena

Cuando aplicamos clausuras a una cadena individual w € ¥*, estamos
generando un conjunto de cadenas formado exclusivamente por las
potencias de esa cadena.

Sea w una cadena. Se definen sus clausuras como:

» Clausura Asterisco (w*): El conjunto de todas las potencias
de w, incluyendo la potencia cero. w* = {w" | n > 0} =
{6, w, ww, www, ...}

» Clausura Positiva (w"): El conjunto de todas las potencias de
w a partir de la primera potencia. wt = {w" | n > 1} =
{w, ww, vww, ...}

Ejemplo: Para la cadena w = 01:

= w* = {¢,01,0101,010101,...}
= wt = {01,0101,010101,...}

Identidad Universal: En ambos niveles se cumple la relacién:
Y=Yt U{e}
Comparacién y Diferencias Criticas

Para evitar confusiones comunes en el estudio de la Teoria de Lenguajes
Formales, a continuacion se describen las diferencias fundamentales entre
aplicar una clausura a un objeto individual (cadena) frente a un conjunto
(lenguaje):
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» Variedad de los elementos: Mientas que la clausura de una
cadena (w*) genera una secuencia uniforme que solo repite el mismo
patron rigido (ej. si w = ab, el conjunto es {ab, abab, ababab, . ..}),
la clausura de un lenguaje (L*) genera combinaciones diversas,
mezclando distintos elementos del conjunto original (ej. si L = {a, b},
el lenguaje incluye {aa, ab, ba,bb, ... }).

= Crecimiento y Tamano: El crecimiento en una clausura de cadena
es lineal respecto a la longitud de la cadena original |w|. En contraste,
el crecimiento en la clausura de un lenguaje es exponencial en
términos de combinatoria, dependiendo de la cantidad de cadenas
distintas que conformen el lenguaje L.

» Presencia de la cadena vacia (¢): En el nivel de cadena, w*
siempre incluye a e por la definicién de la potencia w®. En el nivel
de lenguaje, L* siempre incluye a ¢ porque el conjunto resultante
siempre contiene a L° = {¢}. Esta es la identidad fundamental que
une ambos conceptos.

= Restricciones estructurales: La clausura de cadena es altamente
predecible; nunca apareceran simbolos en un orden que no estuviera
en la cadena base. En la clausura de lenguaje, el orden se vuelve
mucho mas complejo debido a la permutacion de los elementos del
conjunto durante la concatenacion.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema retoma y articula varios conceptos desarrollados en los
ejercicios anteriores.

En primer lugar, se reutiliza la nocién de conjunto para definir el alfabeto
2, como se trabajé en el problema de segmentacion institucional.

Asimismo, se retoma el concepto de cadena como secuencia de simbolos,
utilizado en los sistemas de autenticacién y en el anélisis de transacciones.

También se reutiliza la idea de validacion mediante pertenencia a un
lenguaje, algo que ya se habia aplicado en la verificacién de formularios
digitales.

En este caso, se incorpora un nuevo elemento: la estructura interna de
la cadena, que permite no solo verificar los simbolos y la longitud, sino
también la posicion que cada tipo de simbolo debe ocupar dentro de la
cadena.
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De esta manera, se integran los conceptos de alfabeto, cadena,
longitud y validacion, extendiéndolos hacia el reconocimiento de patrones
estructurales en las cadenas.

d. Diseno de la solucién para el problema

Sea X el alfabeto que contiene los simbolos que pueden aparecer en una
placa vehicular. En este caso se consideran dos tipos de simbolos:

L={AB,C,....Z}
D =1{0,1,2,...,9}
Por lo tanto, el alfabeto del sistema se define como:

X=LUD

Cada lectura generada por el sistema de reconocimiento Optico de
caracteres se modela como una cadena:

we X*

Sin embargo, no todas las cadenas sobre X representan una placa valida.
Las placas deben respetar un formato estructural previamente establecido.
En este contexto, se considera el siguiente patrén estructural:

LLLDDD

donde las tres primeras posiciones corresponden a letras y las tres ultimas
a digitos.

El conjunto de placas validas puede definirse entonces como el lenguaje:

P = {w e X | w = lllglgdldeg, l; € L, dj € D}

De esta manera, una lectura producida por el sistema OCR sera
considerada valida si y solo si la cadena pertenece al lenguaje P, es decir,
si cumple simultaneamente con el alfabeto permitido y con la estructura
definida para las placas vehiculares.
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Codificacion

Esta seccion muestra cémo traducir dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

El siguiente algoritmo de validacion debe reflejar cada una de las etapas
definidas, se plantea de acuerdo con la descomposiciéon:

Cédigo 1.36: main ()

4 def main () :

simbolos = identificar_simbolos ()

sigma = definir_alfabeto (simbolos)

placa = leer_placa()

simbolos_validos = pertenece_alfabeto(placa, sigma)
formato_valido = verificar_formato_placa(placa, simbolos)
10 resultado = evaluar_placa (simbolos_validos, formato_valido)
11 mostrar_resultado (resultado)

© 0w g O »

Propésito computacional: Coordina la ejecucion del sistema
mediante el llamado de las funciones definidas.

Interpretacién conceptual: Esta funcion organiza el flujo del proceso
desde la definicion de los simbolos hasta la evaluacién final.

Interpretacién formal: Define una secuencia de evaluaciéon sobre una
palabra w € ¥*. Para ello, aplica funciones que verifican condiciones de
pertenencia y estructura, pero sin realizar ningiin procesamiento interno
adicional.

Cddigo 1.37: identificar simbolos ()

15 def identificar_simbolos() :

16 letras = set ("ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ")
17 digitos = set ("0123456789")

18 simbolos = (letras, digitos)

19

20 return simbolos

Propésito computacional: Esta funciéon define los conjuntos de
simbolos correspondientes a letras maytsculas y digitos.
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Interpretacién conceptual: Se establecen las categorias de caracteres
que seran utilizadas para construir el sistema de validacion de placas.

Interpretacion formal: Se definen dos subconjuntos L y D tales que
L,D C ¥, donde L contiene las letras y D contiene los digitos. La funcion
retorna la tupla (L, D).

Coddigo 1.38: definir alfabeto ()

25 def definir_alfabeto (simbolos) :

26 sigma = simbolos[0] .union (simbolos[1])
27

28 return sigma

Propésito computacional: Esta funcién construye el alfabeto total
a partir de la uniéon de los conjuntos de simbolos que se definieron
previamente.

Interpretaciéon conceptual: Se integran los diferentes tipos de
caracteres en un tnico conjunto de simbolos validos.

Interpretacion formal: Formalmente, el alfabeto ¥ se construye como
la unién de los dos subconjuntos: ¥ = LU D.

Cdédigo 1.39: leer placa()

32 def leer_placa():

33 placa = input ("Ingrese la cadena detectada por el sistema OCR: ")
34

35 return placa

Propésito computacional: Esta funcion solicita al usuario que ingrese
una cadena que representa la lectura de una placa.

Interpretacién conceptual: Se captura la cadena detectada por el
sistema OCR para que pueda ser analizada mas adelante.

Interpretaciéon formal: Se obtiene una palabra w € ¥*, la cual serd
evaluada respecto a condiciones de pertenencia y estructura.
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Cédigo 1.40: pertenece_alfabeto ()

40 def pertenece_alfabeto(cadena, sigma):

41 pertenece = True

42

43 for simbolo in cadena:

44

45 if simbolo not in sigma:
46 pertenece = False

47

48 return pertenece

Propésito computacional: Esta funcion verifica si todos los simbolos
de la cadena pertenecen al alfabeto que se defini6.

Interpretacion conceptual: Se analiza si cada caracter de la placa es
valido dentro del sistema.

Interpretacién formal: Para una palabra w € ¥*, se verifica que:

Veew, ce X

es decir, cada simbolo de la palabra pertenece al alfabeto definido.

Cédigo 1.41: verificar formato placa()

52 def verificar_formato_placa(cadena, simbolos):

53 formato_valido = False

54 letras = simbolos[0]

55 digitos = simbolos[1]

56

57 if len(cadena) == 6:

58 parte_letras = cadena[0:3]

59 parte_digitos = cadenal[3:6]

60 letras_validas = True

61 digitos_validos = True

62

63 for ¢ in parte_letras:

64 if ¢ not in letras:

65 letras_validas = False
66

67 for ¢ in parte_digitos:

68 if ¢ not in digitos:

69 digitos_validos = False
70

71 if letras_validas and digitos_validos:
72 formato_valido = True

73

74 return formato_valido

Propésito computacional: Esta funcién evalia si la cadena cumple con
la estructura esperada para una placa.
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Interpretacién conceptual: Se valida que la cadena tenga una forma
especifica: tres letras seguidas de tres digitos.

Interpretaciéon formal: Dada una palabra w € ¥*, se verifican dos
condiciones. Primero, que su longitud sea seis: |w| = 6. Segundo, que
se pueda descomponer como w = zyzuvw, donde x,y,z € L (letras) y
u,v,w € D (digitos). En otras palabras, w € L3D?.

Cdédigo 1.42: evaluar placa

79 def evaluar_placa(simbolos_validos, formato_valido):

80 resultado = "Placa invalida"

81

82 if simbolos_validos and formato_valido:
83 resultado = "Placa valida"

84

85 return resultado

Propésito computacional: Esta funcién determina si la cadena
corresponde a una placa valida, combinando los resultados de las
validaciones previas.

Interpretacién conceptual: Se integran dos condiciones: la
pertenencia al alfabeto y el cumplimiento del formato esperado. Con base
en ambas se toma una decision final.

Interpretacién formal: La palabra w es valida si cumple
simultaneamente las siguientes condiciones:

w e X*
we LPD3

Es decir, w € L3D3 C ¥*,

Cédigo 1.43: mostrar resultado ()

90 def mostrar_resultado (resultado) :
91 print (resultado)

Propésito computacional: Esta funcion muestra en pantalla el
resultado de la evaluacion de la placa.

Interpretacién conceptual: Se le comunica al usuario si la cadena que
ingresé es valida o no.
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Interpretaciéon formal: Dado un valor r, se presenta un mensaje que
indica si la palabra w pertenece o no al lenguaje definido.

1.7. Programacion robética

En una planta industrial moderna, muchas tareas son ejecutadas
por robots programables que realizan movimientos basicos de forma
automatizada. Estos robots participan en actividades como ensamblaje de
piezas, traslado de componentes, clasificacién de productos y manipulacién
de materiales dentro de la linea de produccién.

Cada robot dispone de un conjunto limitado de acciones definidas por el
sistema de control, como avanzar, retroceder, girar, tomar objetos o liberar
piezas. A partir de estas acciones se construyen secuencias que representan
operaciones mas complejas dentro del proceso productivo.

Las secuencias ejecutadas por los robots se almacenan para registrar las
operaciones realizadas, verificar el funcionamiento del sistema y analizar
posteriormente el comportamiento del proceso automatizado. Sin embargo,
durante la operacion se han detectado registros inconsistentes: algunas
secuencias contienen simbolos no validos o no respetan la estructura
esperada por el sistema de control. Esto puede generar errores de
interpretacion, afectar la trazabilidad e incluso producir fallos en la
coordinacion de las tareas.

Aunque el conjunto de acciones posibles es finito, las secuencias pueden
repetirse multiples veces y generar combinaciones muy diversas.

1.7.1 Analisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

El problema consiste en modelar formalmente las secuencias de acciones
ejecutadas por el sistema robdtico y determinar si corresponden a
secuencias validas dentro del modelo de funcionamiento definido para el
proceso industrial.

Cada jornada de operacién puede representarse como una cadena
formada por simbolos asociados a las acciones del robot. Estas cadenas
deben analizarse para verificar que utilicen dnicamente movimientos
validos y que respeten el orden esperado por el sistema de control.
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Los ingenieros han observado que modificar el orden de las instrucciones
produce comportamientos diferentes, incluso cuando se utilizan los mismos
comandos. Por esta razon, resulta necesario estudiar formalmente la
estructura de las secuencias generadas por el sistema y establecer
mecanismos que permitan validar su consistencia.

b. ;Cuadl es la informaciéon necesaria?

Para modelar el comportamiento del sistema es necesario identificar los
siguientes elementos:

El conjunto de acciones béasicas del robot.
= La representacion simbolica de dichas acciones.

El alfabeto X, definido como el conjunto de simbolos que representan
los movimientos.

Las secuencias de acciones, representadas como cadenas w.

La posibilidad de repeticién de acciones dentro de las secuencias.

1.7.2 Diseio / Descomposiciéon
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

El analisis de las secuencias de movimientos del robot se aborda desde
la teoria basica de lenguajes formales, considerando que cada operaciéon
ejecutada por el robot puede representarse como una cadena construida
sobre un alfabeto que describe los distintos tipos de movimientos
disponibles en el sistema de control.

Para resolver el problema, se propone la siguiente descomposicion légica:

1. Identificar movimientos, se define el conjunto de simbolos que
representan los movimientos del robot.

2. Definir alfabeto, se establece el alfabeto X del sistema.

3. Leer secuencia, se obtiene la cadena de movimientos ingresada por el
usuario.
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4. Pertenece alfabeto, se verifica que todos los simbolos de la secuencia
pertenezcan al alfabeto definido.

5. Evaluar secuencia, se determina si la secuencia es valida.

6. Mostrar resultado, se presenta el resultado obtenido.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucion del problema es necesario introducir algunos
conceptos basicos de la teoria de lenguajes formales, los cuales permiten
representar y analizar secuencias de simbolos de manera estructurada.

En particular, se requiere comprender las nociones de Igual de
Cadenas, Lenguajes Finitos e Infinitos, Lenguajes Formales y
Operaciones con Lenguajes y de esta manera poder representar el
conjunto finito de movimientos elementales que el robot puede ejecutar,
mientras que cada secuencia de movimientos registrada por el sistema
puede modelarse como una cadena formada por simbolos pertenecientes
a dicho alfabeto.

También se deben considerar nociones como la repeticiéon de simbolos y
la verificacién de si una cadena pertenece o no a un lenguaje. Esto ayuda
a determinar si una secuencia registrada es una combinacion valida de
movimientos del robot, o si por el contrario tiene simbolos o estructuras
que no estan dentro de las acciones permitidas por el sistema de control.

Igualdad de Cadenas

Se dice que dos cadenas u y v son iguales (y se escribe u = v)
cuando tienen la misma longitud y en cada posicion los simbolos coinciden.
Esta definiciéon es fundamental para el razonamiento formal y para las
operaciones que se definen sobre cadenas. Lenguajes finitos e infinitos

Definicién 1.1. Un lenguaje formal L es finito si contiene un ntmero
finito de cadenas. En caso contrario, se dice que L es infinito.

Ejemplos
» El lenguaje Ly = {a,ab, bba} es finito.
» El lenguaje Ly = {a™ | n > 0} es infinito.
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Lenguajes formales

Una vez que se han definido las nociones de alfabeto y cadena, es
posible introducir el concepto central de la Teoria de Lenguajes Formales: el
lenguaje formal. De manera intuitiva, un lenguaje formal es un conjunto de
cadenas construidas a partir de un alfabeto fijo, que ademés estan sujetas
a ciertas restricciones.

Un lenguaje formal sobre ¥ es un subconjunto de ¥*. Donde ¥ es un
alfabeto.

Es decir, un lenguaje formal L cumple:

LC¥

Cada elemento de L es una cadena formada exclusivamente por simbolos
del alfabeto .

Ejemplo: Supéngase 3 = {a,b}. Entonces se pueden definir varios
lenguajes formales sobre este alfabeto, como por ejemplo:

» L, = {e} que contiene tnicamente la cadena vacia.
» Ly = {a,aa,aaa} es decir, cadenas de a’s de longitud 1, 2 o 3.
» L3y ={w € ¥* | |w| es par} o sea, todas las cadenas de longitud par.

» Ly =% = {e,a,b,aa,ab,ba,bb, ...} que incluye todas las cadenas
posibles.

s L5 = () el lenguaje vacio.

Operaciones sobre lenguajes

Asi como es posible definir operaciones sobre cadenas individuales,
también se pueden definir operaciones que permiten combinar lenguajes
formales para construir nuevos lenguajes. Estas operaciones son
fundamentales para el analisis estructural de los lenguajes y para la
definicion de clases de lenguajes reconocidas por distintos modelos de
computo.

Sean Li, Ly C ¥* dos lenguajes formales definidos sobre un mismo
alfabeto X.




Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 77

Unién: La union de dos lenguajes Ly y Lo se define como:

L1UL2:{’U}|U)€L10 ELQ}

Ejemplo Si Ly = {a,ab} y Ly = {b}, entonces:
Ly U Ly = {a,ab, b}
Interseccion: La interseccion de dos lenguajes L; y Ly se define como:
LinLy={w|welywée€Ly}
Ejemplo Si Ly = {a,ab} y Ly = {ab, b}, entonces:
LyN Ly = {ab}
Diferencia:La diferencia de dos lenguajes L; y Ly se define como:

Ll\LQZ{w|w€L1yw¢L2}
Ejemplos

» Si Ly = {a,ab} y Ly = {ab}, entonces:
Ly \ Ly = {a}
» Sea ¥ ={0,1} y:
Ly ={w € {0,1}" | |w] es par}
L, = {e, 00, 01, 10, 11, 0000, 0001, 0010, 0011, 0100, ...}
Ly ={w € {0,1}" | w comienza con 0}
Ly = {0, 00, 01, 000, 001, 010, 011, 0000, ...}

Resultado: L; \ L, = {e, 11, 101, 111, 1001, 1011,...}

» Si Ly = {aa,aaa,aaaa} y Ly = {aaa}, entonces:
L1\ Ly = {aa, acaa}
Concatenacion de lenguajes: La concatenacion de dos lenguajes L,
y Ly se define como:

LlLQZ{UU|U€L1, UELQ}

Ejemplo Si Ly = {a,ab} y Ly = {b}, entonces:
L1L2 = {ab, abb}
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema retoma y extiende los conceptos desarrollados en los
ejercicios anteriores.

En primer lugar, se reutiliza la nocién de conjunto para definir el alfabeto
Y], como se trabajé en el problema de segmentacion institucional.

Asimismo, se retoma el concepto de cadena como secuencia de simbolos,
utilizado en los sistemas de autenticacion, en el andlisis de transacciones y
en el control vehicular.

También se reutiliza la idea de validacién mediante pertenencia a un
lenguaje, algo que ya se habia aplicado en la verificacion de formularios y
en el reconocimiento de placas.

En este caso se incorpora un nuevo elemento: la repeticion de acciones.
Esto permite modelar secuencias de longitud variable dentro del sistema, y
conduce al uso de X* como representacion de todas las posibles secuencias
de movimientos del robot.

De esta forma, se integran conceptos como alfabeto, cadena, longitud y
validacién, y se extienden hacia la representacion de procesos repetitivos
en sistemas automatizados.

Todo esto evidencia un proceso de reconocimiento de patrones, donde las
nociones de cadena y alfabeto se reutilizan para modelar secuencias mas
complejas, incorporando la repeticiéon como una caracteristica fundamental
en sistemas automatizados.

d. Diseno de la solucién para el problema

Para abordar el problema planteado es necesario modelar formalmente
las secuencias de movimientos ejecutadas por el robot dentro de la planta
industrial. En este contexto, cada movimiento basico puede representarse
mediante un simbolo, y la combinacién ordenada de dichos simbolos
permite describir las diferentes acciones que el robot realiza durante una
operaciéon dentro de la linea de produccion.

En primer lugar, se define el conjunto de movimientos elementales que el
robot puede ejecutar. Cada movimiento se representa mediante un simbolo
dentro de un alfabeto finito. Por ejemplo, se puede considerar el siguiente
conjunto de movimientos:
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M ={A,R,G,T,S}

Donde cada simbolo representa una accién basica del robot dentro del
sistema de control, como avanzar, retroceder, girar, tomar un objeto o
soltarlo. A partir de este conjunto de movimientos se define el alfabeto del
sistema:

Y=M

Este alfabeto contiene todos los simbolos validos que pueden aparecer
en una secuencia de acciones del robot.

Cada operacion ejecutada por el robot puede modelarse entonces como
una cadena w formada por simbolos pertenecientes a este alfabeto. En
términos formales:

w e X*

donde »* representa el conjunto de todas las cadenas finitas que pueden
construirse utilizando los simbolos del alfabeto.

De esta manera, una secuencia como:

w=ATGAS

puede interpretarse como una serie ordenada de movimientos ejecutados
por el robot dentro de la linea de produccion.

El problema consiste en analizar estas cadenas y verificar que
cada simbolo que las compone pertenece al alfabeto definido para los
movimientos del robot. Si todos los simbolos de la secuencia pertenecen
al alfabeto X, entonces la cadena puede considerarse una representacion
valida dentro del sistema de control.

Formalmente, el lenguaje que describe las secuencias vélidas de
movimientos del robot puede definirse como:

L={weX|Veecw, ceX}

Este lenguaje contiene todas las secuencias de movimientos formadas
unicamente por acciones validas del robot. Cualquier cadena que contenga
un simbolo que no pertenezca al alfabeto definido serd considerada invalida
dentro del sistema de control.
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Codificacion

Esta seccién muestra cémo traducir dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

Cdédigo 1.44: identificar movimientos ()

4 def main () :

movimientos = identificar_movimientos ()

sigma = definir_ alfabeto (movimientos)

secuencia = leer_secuencia()

simbolos_validos = pertenece_alfabeto (secuencia, sigma)
resultado = evaluar_secuencia (simbolos_validos)

10 mostrar_resultado (resultado)

© 0w g O W»;

Propésito computacional: Esta funciéon coordina la ejecucién del
programa mediante el llamado de las funciones que la componen.

Interpretaciéon conceptual: Organiza el flujo del sistema desde la
definicién de los movimientos hasta la validacion de la secuencia.

Interpretaciéon formal: Define una secuencia de evaluacién sobre una
palabra w € X*. Para ello, aplica funciones que verifican la pertenencia
de sus simbolos al alfabeto, sin realizar ningin procesamiento interno
adicional.

Cdédigo 1.45: identificar movimientos ()

14 def identificar_movimientos () :
15 movimientos = set ("ARGTS")
16

17 return movimientos

Propdésito computacional: Esta funcion define el conjunto de simbolos
que representan los posibles movimientos del robot.

Interpretacién conceptual: Se establecen las acciones basicas que el
robot puede ejecutar dentro del sistema.

Interpretacién formal: Se define un conjunto M C ¥ tal que M =
{A,R,G,T, S}, donde cada elemento representa uno de los movimientos
permitidos. La funcién retorna este conjunto.
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Cébdigo 1.46: definir alfabeto ()

22 def definir_alfabeto (movimientos) :
23 sigma = movimientos

24

25 return sigma

Propésito computacional: Asigna el conjunto de movimientos
permitidos como alfabeto del sistema.

Interpretacion conceptual: Establece los simbolos validos que pueden
utilizarse para representar movimientos dentro del sistema.

Interpretaciéon formal: Se define el alfabeto > = M, donde M es el
conjunto de movimientos permitidos.

Cédigo 1.47: leer_secuencia ()

30 def leer_secuencial() :

31 secuencia = input ("Ingrese la secuencia de movimientos del robot: ")
32

33 return secuencia

Propésito computacional: Esta funcion solicita al usuario que ingrese
una secuencia de movimientos.

Interpretacién conceptual: Se captura la cadena que representa el
recorrido o las acciones que ejecuté el robot.

Interpretacion formal: Se obtiene una palabra w € »*, la cual sera
evaluada respecto a su validez.

Cddigo 1.48: pertenece alfabeto ()

38 def pertenece_alfabeto (secuencia, sigma) :

39 valido = True

40

41 for ¢ in secuencia:

42 if ¢ not in sigma:
43 valido = False
44

45 return valido

Propésito computacional: Verifica si todos los simbolos de la
secuencia pertenecen al alfabeto definido.




32 Fundamentos tedricos

Interpretacién conceptual: Se analiza si cada movimiento registrado
es valido dentro del conjunto de movimientos permitidos.

Interpretaciéon formal: Para una palabra w € X*, se verifica que
Ve € w, c € Y. Si algin simbolo no pertenece a ¥, la secuencia se considera
invalida.

Cdédigo 1.49: evaluar _secuencia ()

50 def evaluar_secuencia(simbolos_validos) :

51 resultado = "Secuencia invalida"
52

53 if simbolos_validos:

54 resultado = "Secuencia valida"
55

56 return resultado

Propédsito computacional: Esta funcién determina si la secuencia es
valida en funcion del resultado de la verificacién de los simbolos.

Interpretacién conceptual: Se toma una decisién final sobre si la
secuencia del robot es valida o no.

Interpretaciéon formal: La palabra w es valida si cumple la condicién
w € X*, es decir, si todos sus simbolos pertenecen al alfabeto que se definio.

Cébdigo 1.50: mostrar resultado ()

61 def mostrar_resultado (mensaje):
62 print (mensaje)

63

64 main ()

Propésito computacional: Esta funcion muestra en pantalla el
resultado de la evaluacion de la secuencia.

Interpretacién conceptual: Se le comunica al usuario si la secuencia
que ingres6 es valida o no.

Interpretaciéon formal: Dado un valor r, se presenta un mensaje que
indica si la palabra w pertenece o no al lenguaje definido.
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1.8. Ejercicios
Ejercicios basicos
1. Sea ¥ = {a, b} y el lenguaje:
L ={w € ¥* | w termina en a}

Determine si las siguientes cadenas pertenecen a L:

a, ba, abb, abba

2. Sea ¥ = {0, 1} y el lenguaje:
L ={weX"||w|es par}
Determine cudles de las siguientes cadenas pertenecen a L:

e, 0, 01, 1010, 111

3. Sea X = {a, b} y el lenguaje:
L={a"b"|n>0}
Indique cuéles de las siguientes cadenas pertenecen a L:

g, ab, aabb, aaabbb, aabbb

4. Dado el alfabeto ¥ = {x,y, 2}, determine y liste los elementos de los
siguientes conjuntos:

a) Xt
b) El subconjunto de cadenas pertenecientes a X+ cuya longitud

sea exactamente 2 (|w| = 2).

5. Sea el lenguaje L = {10,01}. Indique si las siguientes
cadenas pertenecen a LT, justificando su respuesta mediante la
descomposicion en elementos de L:

a) 100110
b) 101

¢) € (cadena vacia)
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6. Para el lenguaje L = {a,b}, escriba explicitamente los primeros 5
elementos de L* y los primeros 5 elementos de L, ordenéndolos de
menor a mayor longitud.
7. Sea ¥ = {a, b} y el lenguaje:
L = {w € ¥* | w comienza con a y termina con b}
Analice la pertenencia de las siguientes cadenas:
ab, aab, abb, baab
8. Sea ¥ = {a, b} y los lenguajes:
L, = {w | w contiene exactamente dos simbolos a}
Ly = {w | w termina en b}
Determine si cada cadena pertenece a Lq N Lo:
aab, aba, abb, aaab
9. Sea la cadena w = abc.

a) Construya el conjunto explicito para la potencia w?.

b) Describa la estructura del conjunto infinito w™.

¢) Explique formalmente por qué la cadena aabbcc ¢ w™, mientras
que abcabe € wt.

10. Sea L = {0, 1}.

a) Describa verbalmente el tipo de cadenas que representa el
lenguaje L.

b) Establezca la diferencia composicional entre el lenguaje
generado por {0,1}" y el conjunto generado por la clausura
de la cadena w = 01 (es decir, w™).

11. Sea la cadena w = abab. Identifique y liste todos los sufijos de w
(segtin la Definicién 1.5) que sean también elementos del lenguaje
YT donde ¥ = {a, b}.

12. Dado el alfabeto ¥ = {a, b} y el lenguaje L = {aa, b}, determine:

a) Los elementos de las potencias L? y L?.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

b) Liste cinco cadenas de longitud par que pertenezcan a la
clausura positiva L.

¢) Explique, basandose en la definicién de concatenacion, por qué
aab € LT pero aba ¢ L.
Sea w = 101.

a) Construya el conjunto explicito de la clausura positiva w™.

b) Aplique la propiedad |w"| = n - |w| (Definiciéon 1.3) para
determinar la longitud de la quinta cadena de este conjunto.

Sea ¥ = {0,1} y el lenguaje L = {w € Xt |
w comienza con 0 y termina con 1}.

a) Sitomamos una cadena u € L, jpertenecen todas las cadenas de
la clausura u™ al lenguaje L? Justifique analizando los prefijos
y sufijos de la concatenacién uu.

Sea la cadena x = ababab. Identifique si x puede expresarse como un
elemento de L™ para los siguientes lenguajes:

a) L ={ab}
b) L ={a,b}
¢) L ={aba,b}

Demuestre formalmente que para cualquier lenguaje L, se cumple la
igualdad L-L* = L. Utilice esta identidad para explicar el resultado
de la operacién cuando L = ().

Sea w € XT. Demuestre que si una cadena u es subcadena de
w, entonces u es necesariamente subcadena de cualquier elemento
perteneciente a la clausura positiva w™.

Sean Ly = {a}ty Ly = {aa}™.

a) Describa el lenguaje resultante de la interseccién L; N Lo.

b) Justifique si se cumple que Ly C L.
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Ejercicios de Codificacién

Para cada ejercicio propuesto, desarrolle de manera completa el proceso
de solucién siguiendo las etapas trabajadas en este capitulo.

Ejercicio 1: Aviacion - Sistema ACARS

El sistema ACARS (Aircraft Communications Addressing and Reporting
System) es un estandar de aviacién que permite la transmision automatica
de mensajes digitales entre aviones y estaciones en tierra. A través de
este sistema se intercambia informacién operativa, como rutas de vuelo,
estado de la aeronave y reportes de posicion. En algunos procedimientos,
los mensajes llevan identificadores numéricos de ruta que deben tener una
longitud fija. Esto es necesario para que los sistemas de comunicacion los
interpreten sin errores y para evitar ambigiiedades en lo que se transmite.
Desde la perspectiva de los lenguajes formales, estos identificadores pueden
modelarse como cadenas formadas tinicamente por digitos decimales y cuya
longitud es exactamente de cinco simbolos.

¥ ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Ly ={we Xt | |w| =5}
Ejercicio 2: Salud - EHR/Genémica

En el campo de la bioinformatica y de los sistemas de registros
electrénicos de salud (EHR), las plataformas de andlisis gen6mico manejan
grandes cantidades de informacion generada por técnicas de secuenciacion
de ADN, como la secuenciacién de nueva generacién (NGS).

Las secuencias de ADN se representan mediante cuatro bases
nitrogenadas: Adenina (A), Timina (T), Guanina (G) y Citosina (C). En
ciertos procesos de andlisis y control de calidad de los datos, es necesario
verificar propiedades estructurales de las secuencias antes de realizar etapas
posteriores como el alineamiento con genomas de referencia.

Un caso particular consiste en analizar secuencias donde las bases
complementarias se encuentran balanceadas, es decir, el nimero de
adeninas coincide con el ntimero de timinas, y el nimero de guaninas
coincide con el nimero de citosinas.

Este tipo de secuencias puede modelarse mediante un lenguaje formal
definido sobre el alfabeto de las bases nitrogenadas.

Y={AT,G,C}
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Ly ={w € ¥ [ #A(w) = #T(w) y #G(w) = #C(w)}
Ejercicio 3: Blockchain - Bitcoin/Ethereum

En sistemas de tecnologia blockchain, como Bitcoin o Ethereum, las
transacciones digitales incluyen diferentes campos codificados que permiten
verificar la integridad de la informacién antes de que esta sea procesada
por los nodos de la red.

En ciertos esquemas simplificados de validacion, las cadenas binarias
que representan identificadores o estructuras de datos pueden incluir
prefijos o sufijos especificos que permiten detectar errores de transmision o
manipulacién de la informacion antes del proceso de validacién completa.

Desde el punto de vista de los lenguajes formales, este tipo de estructuras
puede modelarse como cadenas binarias que comienzan con un simbolo
especifico y terminan con una secuencia determinada de bits.

¥ =4{0,1}
Ly ={w e ¥* | w[0] =0 y termina con 11}
Ejercicio 4: IoT - Smart Grid Sensores

En las redes eléctricas inteligentes (Smart Grid), diversos sensores
distribuidos a lo largo del sistema monitorean continuamente el estado de
la red eléctrica. Dispositivos como las Phasor Measurement Units (PMU)
registran y transmiten informacién sobre el comportamiento del voltaje y
la frecuencia en intervalos de tiempo muy cortos.

En ciertos sistemas de monitoreo sencillos, los sensores reportan estados
que se representan con simbolos discretos. Asi, por ejemplo, la letra H
podria usarse para indicar voltaje alto, mientras que L indicaria voltaje
bajo.

Para ciertos procesos de verificacion de datos, es necesario analizar
secuencias de lecturas que cumplan condiciones estructurales especificas,
como tener una longitud par y presentar un niimero impar de estados de
voltaje alto.

Este tipo de secuencias puede representarse formalmente mediante un
lenguaje definido sobre el alfabeto de estados del sensor.

Y ={H, L}

Ly ={w e X*| |w| es par y #H(w) es impar}
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1.9. Cierre del capitulo

En este capitulo se estudido el proceso de resolucion de problemas
computacionales a partir de diferentes contextos del mundo real. Cada
situacion fue analizada mediante etapas de abstraccién, identificacion de
la informacién relevante, descomposicién en pasos légicos y diseno de
soluciones apoyadas en modelos formales.

A lo largo del capitulo se introdujeron herramientas como la teoria de
conjuntos, los lenguajes formales y la representacion de cadenas sobre
alfabetos. Estas herramientas permitieron modelar distintas situaciones
de manera rigurosa y mostraron que problemas aparentemente diferentes
pueden representarse mediante estructuras formales similares.

Las soluciones teéricas se complementaron con implementaciones en
Python, evidenciando la relaciéon entre el modelo formal y su aplicacién
practica. De esta manera, el lector puede observar céomo los conceptos
abstractos se transforman en algoritmos capaces de verificar condiciones,
validar informacién y analizar datos dentro de un sistema.

Con ello, el capitulo establece las bases necesarias para estudiar modelos
computacionales mas avanzados, donde las estructuras formales y el
reconocimiento de patrones son fundamentales en el diseno de soluciones
eficientes.

En el proximo capitulo se analizard cémo automatizar el reconocimiento
de ciertos lenguajes, introduciendo asi el estudio de los lenguajes regulares
y los autéomatas finitos.




Capitulo

Lenguajes regulares

¢ Como automatizar la validacion de patrones simples de entrada?

En los sistemas informaticos constantemente se requiere verificar si una
entrada cumple con un formato esperado. Por ejemplo, un sistema puede
necesitar validar:

» identificadores de usuario, por ejemplo: juan_perez23.
= numeros enteros o reales, como 42, -7 0 3.1416.

» codigos con formatos especificos, como codigos postales (110111) o
codigos de productos (PRD-4589).

= secuencias simples de comandos, como abrir, cerrar, leer o
escribir.

= cadenas que cumplen restricciones estructurales basicas, como aabb
o abba, que contienen un ntmero par de simbolos a.

En todos estos casos los patrones son sencillos y pueden describirse con
un numero finito de reglas. En esencia, el problema consiste en determinar,
de forma automadtica y precisa, si una cadena de simbolos pertenece al
conjunto de cadenas validas. Para abordar estos problemas, este capitulo
introduce los lenguajes regulares como marco teérico formal.

A lo largo del capitulo se plantean distintos problemas que motivan
la introduccion de los conceptos fundamentales: autématas finitos
deterministas y no deterministas, expresiones regulares, propiedades de
clausura, limitaciones y técnicas de optimizaciéon. Cada problema se
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resuelve siguiendo una misma metodologia que integra andlisis, diseno,
codificacién y pruebas.

Nota histdorica

Los fundamentos de la teoria de autématas y lenguajes regulares se
establecieron en la década de 1950, durante los primeros anos de
desarrollo de la teoria de la computacion.

Los origenes conceptuales se remontan a 1943, cuando Warren
McCulloch y Walter Pitts propusieron un modelo matematico
de redes neuronales artificiales basado en unidades con dos estados
[McCulloch and Pitts, 1943]. Este modelo senté las bases formales
sobre las que posteriormente se desarrollaria la teoria de autématas
finitos.

En 1956, Stephen Kleene introdujo las expresiones regulares y
demostré que estas eran equivalentes en poder expresivo a los
automatas finitos, resultado conocido como el Teorema de Kleene
[Kleene, 1956]. Este trabajo fue fundamental para establecer diferentes
formalismos para describir el mismo conjunto de lenguajes.

Tres anos después, en 1959, Michael Rabin y Dana Scott publicaron
su trabajo seminal sobre autématas finitos, formalizando tanto los
autématas deterministas como los no deterministas, y demostrando la
equivalencia entre ambos modelos [Rabin and Scott, 1959]. Por estas
contribuciones fundamentales a la teoria de la computacion, Rabin y
Scott recibieron el Premio Turing en 1976.

Estos desarrollos se enmarcan en el contexto mas amplio de la
investigacion sobre los limites de la computacion, iniciada por Alan
Turing en la década de 1930 con su maquina universal. Los
autématas finitos representan el modelo més simple dentro de la
jerarquia de Chomsky [Chomsky, 1956], proporcionando la base tedrica
para aplicaciones practicas como el analisis léxico en compiladores,
busqueda de patrones y validacion de formatos.
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2.1. Validacion de identificadores de usuario

La empresa TechSecure Solutions, especializada en seguridad infor-
matica, se encuentra desarrollando una plataforma de gestiéon de
identidades para sus clientes corporativos. Como parte del proceso de
registro, cada usuario debe crear un identificador Unico que cumpla
con estrictas normas de formato. Estas normas garantizan que los
identificadores sean legibles, consistentes y compatibles con los sistemas
internos de autenticacion.

El equipo de desarrollo ha identificado que los identificadores validos
deben comenzar con una letra mintscula, continuar con letras minusculas
o digitos, y tener al menos tres caracteres de longitud. Cualquier entrada
que no cumpla con estas reglas debe ser rechazada de manera inmediata,
antes de que llegue a las capas internas del sistema.

Para abordar este problema se necesita un mecanismo automatico capaz
de decidir con precisiéon si un identificador proporcionado por el usuario es
valido o no.

2.1.1 Analisis / Abstraccién

Del escenario anterior se desprende un problema de validacion
automatica de cadenas:

a. ;Cual es el problema a resolver?

TechSecure Solutions necesita un mecanismo formal que decida, sobre
cada identificador ingresado, si cumple las reglas de formato establecidas.
Sin ese mecanismo, entradas mal formadas alcanzan las capas internas del
sistema de autenticacion.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

El validador trabaja sobre cada identificador de forma aislada, sin
requerir informacién adicional del usuario:

Informacion necesaria ‘ Tipo de dato
Cadena de entrada (identificador) | Texto (String)
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El formato valido exige tres condiciones: comenzar con una letra
mintscula, continuar con letras minusculas o digitos, y tener una longitud
minima de tres caracteres.

2.1.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?

El procedimiento para validar un identificador de usuario puede
realizarse de muchas formas, pero en este caso se propone un enfoque
basado en el uso de expresiones regulares y autématas finitos, que son
herramientas formales adecuadas para describir y reconocer patrones de
cadenas con formato especifico.

= ENTRADA: Una cadena de caracteres proporcionada por el
usuario como identificador.

» PROCESAMIENTO:

1. Lectura de la cadena de entrada.

2. Definicién de la funcién de transicién del AFD que reconoce el
formato valido de identificadores.

3. Validacién del identificador mediante el AFD.
4. Impresion del resultado de la validacion.

» SALIDA: Una decisién binaria: ACEPTADA si el identificador
cumple con el formato, o RECHAZADA si no lo hace.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disefiar la solucién se requieren dos formalismos claves de la
teoria de lenguajes formales: las expresiones regulares, que describen
algebraicamente el patrén valido, y el autémata finito determinista,
que implementa el reconocimiento simbolo a simbolo.
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Expresiones regulares

Las expresiones regulares proporcionan una notacién algebraica
compacta para describir lenguajes regulares [Hopcroft et al., 2006]. Se
emplean en editores de texto, lenguajes de programacion y herramientas
de procesamiento de cadenas.

Las expresiones regulares sobre un alfabeto X se definen inductivamente:

Casos base:

» () es una expresién regular que denota el lenguaje vacio ()

» ¢ es una expresion regular que denota el lenguaje {e} (solo la cadena
vacia)

» Para cada a € X, a es una expresion regular que denota {a}
Casos inductivos: Si r y s son expresiones regulares, entonces:

» (rUs) denota L(r) U L(s) (unién)
= (r-s) o simplemente (rs) denota L(r) - L(s) (concatenacién)

s (r*) denota (L(r))* (cerradura de Kleene: cero o méas repeticiones)

Ejemplo 1: Expresiones regulares para lenguajes conocidos

Ejemplo 1.1: El lenguaje de todas las cadenas binarias se describe con:
(ou1)”
Esta expresion denota ¥* donde ¥ = {0, 1}.

Ejemplo 1.2: Cadenas binarias que terminan en 01 (el mismo lenguaje
que se estudiard mediante autématas en los Ejemplos 2 y 3 de este mismo
capitulo, presentados mas adelante):

(Ou1) 01
Ejemplo 1.3: Cadenas sobre {a,b} con cero o més a seguidas de cero o

mas b:
a"b*
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Acepta: €, a, b, aa, ab, bb, aaab, etc.
Rechaza: ba, aba, baa, etc.

Ejemplo 1.4: Cadenas sobre {a, b} que terminan en abb:

(aUb)*abb

Ejemplo 1.5: Cadenas sobre {a, b} de longitud par:
((aUb)(aUb))*

Acepta: €, aa, ab, ba, bb, aabb, abba, etc.

Rechaza: a, b, aab, aba, bab, etc.

Autémata Finito Determinista (AFD)

Después de definir el lenguaje mediante una expresion regular, puede
construirse un autémata finito determinista (AFD) equivalente. Este
autémata procesa la entrada simbolo por simbolo y determina si la cadena
pertenece o no al lenguaje.

Definicion formal

Un autémata finito determinista (AFD) es una quintupla [Sipser, 2012]
M = (Q72757QU7F)
donde:

= () es un conjunto finito no vacio de estados,

= X es un conjunto finito no vacio, el alfabeto de entrada,

J:Q x X — @ es la funcién de transicién (total),

go € Q es el estado inicial,

= F' C (@ es el conjunto de estados de aceptacion (o estados finales).

El autémata se denomina determinista porque, para cada combinacién
de estado y simbolo de entrada, existe una tnica transicion posible. Esto
elimina cualquier ambigiiedad, ya que en todo momento se sabe con
exactitud a qué estado debe pasar.




Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 95

Interpretacion operacional

Un AFD procesa una cadena w = aias - - - a, € X* siguiendo estos pasos:

1. Comienza en el estado inicial gq.
2. Lee los simbolos de w de izquierda a derecha.

3. Para cada simbolo a; leido, transita del estado actual ¢ al estado

d(q, a;)-

4. Al terminar de leer la cadena, acepta si el estado alcanzado
pertenece a F'; en caso contrario, rechaza.

Funcion de transicion extendida

Para formalizar el procesamiento de cadenas completas se define la
funcién de transicion extendida o : () x X* — ) de manera inductiva:

A

o(q,€) = ¢
S(Q,wa) = (5(5(q,w),a) paraw € X", a € X

Esta definicién captura el procesamiento secuencial: b) (¢, wa) se calcula
procesando primero w desde ¢ y aplicando luego el simbolo a al estado
resultante. Una cadena w es aceptada por el AFD M siy solo si d(qo, w) €
F.

Lenguaje reconocido

El lenguaje reconocido (o aceptado) por un AFD M es el conjunto
de todas las cadenas que el autémata acepta:

A

L(M) ={w € ¥* | d(q,w) € F}

El autéomata M y el lenguaje L(M) son objetos distintos: M es la
quintupla que define la maquina abstracta y L(M) es el conjunto de
cadenas que esa maquina acepta.
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Equivalencia con expresiones regulares

Teorema de Kleene [Kleene, 1950]
Un lenguaje L es regular si y solo si existe una expresion regular que
lo describe.

Este resultado establece que los autéomatas finitos y las expresiones
regulares son formalismos equivalentes: todo lenguaje descrito por una
expresion regular puede reconocerse mediante un AFD, y todo lenguaje
reconocido por un AFD puede describirse con una expresion regular. La
construccién explicita de un AFN a partir de una expresion regular fue
formalizada posteriormente por Ken Thompson [Thompson, 1968] y
constituye la base de los motores de expresiones regulares utilizados en
la practica. Un método alternativo, basado en derivadas de expresiones
regulares, fue propuesto por Brzozowski [Brzozowski, 1964] y permite
construir directamente un AFD sin pasar por un AFN intermedio.

Ejemplo 2: AFD para cadenas que terminan en 01

Consideremos el lenguaje L = {w € {0,1}* | w termina en 01}.

Disenamos un AFD M = (Q, %, 0, qo, F') donde:

= Q= {9 q1,q}

» ¥ ={0,1}

= ¢ es el estado inicial
= F={g}

La funcién de transicion ¢ se define mediante la siguiente tabla:

Cada celda de la tabla indica a qué estado transita el autémata al leer
el simbolo correspondiente desde el estado actual. Por ejemplo, desde ¢y,
al leer un 0, transita a g;; al leer un 1, permanece en qy.
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Representacion mediante diagramas de transicion

Los AFD suelen representarse mediante diagramas de transicion,
ya que permiten observar de forma grafica los estados y las transiciones
del automata. Estos diagramas también facilitan el diseno y analisis del
reconocimiento de cadenas.

Un diagrama de transicién corresponde a un grafo dirigido donde:

= Cada nodo representa un estado.

» Cada arista dirigida representa una transicion etiquetada con el
simbolo que la activa.

» El estado inicial se indica mediante una flecha entrante sin estado
de origen.

= Los estados de aceptacion se representan con doble circulo.

El diagrama para el Ejemplo 2 es:

Interpretacion de los estados:

= ¢o: no se ha detectado el inicio del patrén “01” (dltimo simbolo leido
no fue 0).

= ¢p: el dltimo simbolo leido fue 0 (posible inicio del patrén).

= ¢o: los tltimos dos simbolos leidos fueron 01 (patrén detectado).

Verificacién con una traza: Procesemos la cadena w = 1101:

Paso | Simbolo | Estado | Observacion
0 — Qo Estado inicial
1 1 Qo No es 0, permanece en ¢
2 1 Qo No es 0, permanece en ¢
3 0 ¢ Lee 0, posible inicio de patron
4 1 Q2 Lee 1, patréon “01” detectado
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El estado final es ¢o € F', por lo tanto la cadena es aceptada.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Para resolver este problema es necesario conocer los conceptos
del capitulo anterior: lenguajes, alfabetos, palabras y sus operaciones
(concatenacién, potencia, cerradura de Kleene). Sobre esa base se
construye una estrategia general para validar cadenas con un formato
especifico.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

Primero se define el alfabeto de entrada, que en este caso es el conjunto
de caracteres validos para los identificadores (letras mintsculas y digitos).
Luego, se construye una expresion regular que capture las reglas de
formato especificadas. Finalmente, se disena un AFD que implementa
el reconocimiento de cadenas que cumplen con esa expresion regular,
y se representa mediante un diagrama de transicion para facilitar su
comprension y analisis.

Expresion regular Liq

Sea ¥ = {a,b,...,2,0,1,...,9}, con:

» L ={a,b,...,z} (letras mintsculas)

» D={0,1,...,9} (digitos)

La expresion regular que describe los identificadores vélidos (minimo 3
caracteres, iniciando con letra) es:

Ly=L-(LUD)-(LUD)*
que equivale a:

La=L-(LUD)- (LU D)*

Autémata Mg

Definimos el autémata My = (Q, X, 9, qo, F') donde:
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Q - {QOa q1, 92, 43, QG}
Y. ={L, D} (representando letras y digitos)

qo es el estado inicial

F = {¢3} (identificadores validos requieren al menos 3 caracteres)

ge es el estado de error (trampa)

La funcién 0 : @ x ¥ — @ se define mediante la siguiente tabla:

d | L (letra) D (digito)
do q1 ge
q1 q2 q2
qz q3 qs
qs g3 qs
ge de ge

Diagrama de transicion

Interpretacion de los estados

= ¢o: estado inicial, no se ha leido ningtin simbolo

= ¢: se ha leido 1 letra (identificador véalido requiere al menos 3
caracteres)

» ¢o: se han leido 2 caracteres validos (letra + letra/digito)
» ¢3: identificador valido (3 o més caracteres, comenzando con letra)

= ¢.: error, la cadena comenzé con digito (rechazado permanentemente)
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2.1.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Cadena w = “abc” (aceptada)

Paso | Simbolo | Estado
0 — do
1 a (L) Q1
2 b (L) q2
3 c (L) g3

Estado final: ¢3 € FF = ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Cadena w = “a2” (rechazada)

Paso ‘ Simbolo ‘ Estado

0 — qo0
1 a (L) q1
2 2 (D) q2

Estado final: ¢; ¢ ' = RECHAZADA (longitud insuficiente)

c. Ejemplo 3

Cadena w = “2abc” (rechazada)

Paso | Simbolo | Estado
0 — do
1 2 (D) Qe
2 a (L) Qe
3 b (L) Qe
4 c (L) Ge

Estado final: ¢. ¢ F = RECHAZADA (comienza con digito)
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2.1.4 Codificacion

Las representaciones del autémata (la quintupla formal y el diagrama
de transicién) admiten una traduccion directa a cddigo ejecutable. Esta
seccion muestra esa traduccion en Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

La siguiente funcién simula el funcionamiento de un AFD. A partir del
estado inicial, la cadena se recorre simbolo por simbolo aplicando la funcién
de transiciéon, y al finalizar se verifica si el estado alcanzado pertenece al
conjunto de estados de aceptacion.

Coédigo 2.1: Funcién de clasificacién

1 def reconocer (cadena, estado_inicial, estados_finales, transicion):
2 estado = estado_inicial

3 for simbolo in cadena:

4 estado = transicion.get ((estado, simbolo), "error")

5 return estado in estados_finales

El algoritmo es deterministico (cada transicién es tnica) y se ejecuta en
tiempo lineal respecto a la longitud de la cadena de entrada. El espacio
requerido es constante, dado que solo se mantiene el estado actual durante
el procesamiento.

Representacion de la funciéon de transicion

La funcién de transicién 6 puede implementarse de diferentes maneras.
Una de las mas comunes es utilizar una tabla bidimensional indexada
por estado y simbolo. Esta representacion permite consultar transiciones
rapidamente, aunque puede desperdiciar memoria cuando existen muchas
combinaciones sin transicion definida.

Otra alternativa consiste en usar un diccionario o mapa hash sobre
pares (g,a). Esta opcién suele ser més conveniente cuando el autémata
tiene pocas transiciones respecto al numero total de combinaciones
posibles.

También es posible implementar la funcion mediante sentencias
condicionales. Esta soluciéon puede resultar sencilla en autématas
pequenos, pero a medida que aumenta el nimero de estados el codigo
se vuelve mas dificil de mantener.
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b. Ejemplo de implementacién para solucion del problema

La solucion se organiza en cinco componentes. La funciéon main () se
encarga de leer la cadena ingresada por el usuario, construir la funcion de
transicion, realizar la validacién y mostrar el resultado.

Cébdigo 2.2: Funcidén principal

1 def main() :

cadena = leer ("Ingrese el identificador: ")
transicion = definir_ funcion_transicion ()

resultado = validar_identificador (cadena, transicion)
imprimir_resultado (cadena, resultado)

[SUEN VI N

Dos funciones auxiliares se ocupan de la consola: una lee el identificador,
la otra reporta si fue aceptado.

Cddigo 2.3: Funciones de entrada y salida

7 def leer (texto):

8 return input (texto)

9

10 def imprimir_resultado (cadena, es_valido):

11 if es_valido:

12 print (f"’ {cadena}’: ACEPTADA")
13 else:

14 print (f"’ {cadena}’: RECHAZADA")

Antes de ejecutar el autémata es necesario verificar que cada simbolo de
la cadena pertenezca al alfabeto ¥ = L U D. Esa verificacién corresponde
a la funcion de clasificacion.

Cdédigo 2.4: Funcidén de clasificacién

16 def clasificar (caracter):

17 if caracter.isalpha() and caracter.islower():
18 return "L"

19 elif caracter.isdigit():

20 return "D"

21 else:

22 return "error"

La validacién inicia en gy y procesa la cadena simbolo por simbolo
utilizando la funcién de transicion §. La cadena es aceptada cuando el
estado final pertenece al conjunto F'.
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Cédigo 2.5: Funcién de validacidén

24 def validar_identificador (cadena, transicion):

25 estado = "qO"

26 for caracter in cadena:

27 simbolo = clasificar (caracter)

28 estado = transicion.get ((estado, simbolo), "ge")
29 return estado == "g3"

Por tltimo, § se codifica como un diccionario anidado: cada estado se
asocia a otro diccionario que mapea simbolos a estados destino.

Cédigo 2.6: Funcién de transicidén

31 def definir_funcion_transicion() :

32 return

33 (llqO", "L") . "qlll, ("q0||, IID") . "qe",
34 (llqlll, IILIl) . llqzll, (llqlll, llDll) llq2ll,
35 ("q2", "L") s "q3", ("q2", IIDH) : "q3",
36 (llq3ll, "L“) . llq3ll, ("q3ll, llDll) llq3ll,
37 (qu“, "L") s "qe", ("qe"’ "DH) "qe",
38 }

La ejecucién del programa se inicia llamando a main () al final del
archivo.

2.2. Reconocimiento de niimeros decimales

FinData Analytics es una startup fintech que desarrolla herramientas
de analisis financiero en tiempo real. Su plataforma recibe flujos continuos
de datos numéricos provenientes de diversas fuentes: mercados bursatiles,
sensores industriales y reportes contables automatizados. Un requisito
critico del sistema es la validacion correcta de los valores numéricos
recibidos, ya que un dato mal formateado puede provocar errores en los
calculos financieros y generar pérdidas significativas.

El equipo de ingenieria ha detectado que los datos numéricos pueden
llegar en distintos formatos: nimeros enteros como 123, ntiimeros decimales
como 45.67, o cadenas invalidas como .123 o0 12.34.56. Se necesita
un modulo de validacién que determine de forma automatica y eficiente si
cada valor recibido corresponde a un niimero decimal valido.
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2.2.1 Analisis / Abstraccién

El requerimiento de FinData Analytics puede formalizarse como un
problema de reconocimiento de cadenas numéricas:

a. ;Cual es el problema a resolver?

FinData Analytics requiere un moédulo que determine si los valores
recibidos en sus flujos de datos corresponden a ntmeros decimales
validos. La falta de esta validacion puede producir errores en los calculos
financieros.

b. ;Cual es la informaciéon necesaria?

Cada valor del flujo de datos llega al médulo de validaciéon como una
cadena independiente:

Informacion necesaria ‘ Tipo de dato
Cadena de entrada (valor numérico) | Texto (String)

Un ndmero valido es, o bien una secuencia no vacia de digitos (entero),
o bien digitos seguidos de un punto y mas digitos (decimal). Cadenas como
.123 012.34.56 quedan fuera de esa definicion.

2.2.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Una cadena de caracteres que representa un posible
valor numérico.

« PROCESAMIENTO:

1. Lectura de la cadena de entrada.

2. Definicién de la funcién de transiciéon del AFD que reconoce
numeros decimales validos.

3. Validacién del ntimero decimal mediante el AFD.

4. Impresion del resultado de la validacion.
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s SALIDA: Una decisién binaria: ACEPTADA si la cadena es un
nimero decimal valido, o RECHAZADA si no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

La solucién utiliza los conceptos introducidos previamente, como las
expresiones regulares y los AFD, e incorpora ademas el autémata finito
no determinista (AFN) y la técnica de conversion de AFN a AFD.

El AFN permite disefios mas simples y conceptuales, pero su ejecucion
directa resulta menos eficiente en la practica. Por esta razon, la conversion
a AFD produce el modelo determinista encargado de realizar la validacion.

Autémata Finito No Determinista (AFN)

Definicién formal
Un autdmata finito no determinista (AFN) es una quintupla
N = (Q72757QO7F)

donde los componentes son similares al AFD, excepto que la funcion de
transicion tiene la forma:

J:Q x (X2U{e}) = P(Q)

donde P(Q) denota el conjunto potencia de Q.

Caracteristicas del no determinismo
Un AFN se diferencia de un AFD en dos aspectos:
1. Multiples transiciones: desde un estado, con un mismo simbolo, puede
haber cero, una o méas transiciones posibles.

2. Transiciones epsilon (g): el autémata puede cambiar de estado sin
consumir ningun simbolo de entrada.
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Criterio de aceptacion

Una cadena w es aceptada por un AFN si existe al menos una secuencia
de transiciones que, partiendo del estado inicial y procesando todos los
simbolos de w, finalice en un estado de aceptacion.

Este criterio es mas flexible que el del AFD, ya que basta con encontrar
un recorrido valido que acepte la cadena, incluso si otros recorridos
terminan en rechazo.

Ejemplo 3: AFN para cadenas que terminan en 01
Retomemos el lenguaje L = {w € {0,1}* | w termina en 01} del
Ejemplo 2.

El AFN equivalente se disena a partir de la idea de adivinar cuando
comienza el patrén “01” final.

0,1

O RN ENo

do 0 42

N N
Interpretaciéon:

qo: estado inicial, procesa cualquier simbolo sin avanzar en el patron.

Desde qq, al leer 0, existen dos opciones:

« permanecer en ¢ (ignorar este 0), o
o transitar a ¢; (asumir que este 0 inicia el patrén final).

q1: se ha leido un 0 que podria ser el inicio del patrén final.

= ¢o: se completd la secuencia “017.
Comparaciéon con el AFD del Ejemplo 2:

» El AFN tiene 3 estados (igual que el AFD), pero es conceptualmente
mas simple.
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s El AFN adivina no deterministicamente cuando empieza el patron

final.
= El AFD debe recordar explicitamente el tltimo simbolo leido.

= Ambos reconocen el mismo lenguaje L.

Equivalencia entre AFD y AFN

A pesar de la aparente mayor expresividad del AFN, ambos modelos
reconocen la misma clase de lenguajes.

Teorema (Equivalencia AFD-AFN) [Rabin and Scott, 1959]:
Para todo AFN N, existe un AFD M tal que L(N) = L(M).

La demostracion constructiva se basa en la construccion de subconjuntos
[Hopcroft et al., 2006]: cada estado del AFD representa un conjunto de
estados en los que podria estar el AFN. Esto permite usar AFN en la
fase de diseno (més simples de construir) y convertirlos a AFD para la
implementacion (mas eficientes de ejecutar).

Algoritmo de construccion de subconjuntos

Dado un AFN N = (Qn,2,0n, qo, Fi), se construye un AFD M =
(Qn, %, 60, qorr, Fiar) donde:

Qn = P(Qn) (el conjunto potencia de Q)

" gop = clausura-e({qo})
Fy ={SCQn|SNFy#0}
O (S, a) = Uyes clausura-¢(0n (g, a)) para cada S € Qy y a € X

La clausura-¢ de un conjunto S es el conjunto de estados alcanzables
desde S usando solo transiciones ¢.
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Ejemplo 4: Conversién del AFN a AFD (cadenas que terminan
en 01)

En este ejemplo se aplica la construccion de subconjuntos al AFN
presentado en el Ejemplo 3, correspondiente al lenguaje de cadenas que
terminan en “01”. Como el autémata no posee transiciones ¢, la clausura-¢
de cualquier conjunto coincide con el mismo conjunto.

Paso 1: El AFD comienza en {q}.

Paso 2: Transiciones desde {qo}:

= Con 0: desde go se puede ir a g 0 ¢1 = Ip({q0},0) = {qo, @1}
» Con 1: desde gg solo se va a g9 = o ({qo}, 1) = {q}

Paso 3: Transiciones desde {qo, ¢1 }:

» Con 0: 0p7({q0,¢1},0) = {qo, 1} (el mismo estado)

» Con 1: desde ¢ se va a qo; desde ¢; se va a go = dp({qo,q1},1) =
{490, @2}

Paso 4: Transiciones desde {qo, g2 }:

» Con 0: 0pr({qo,q2},0) = {qo, 1} (ya existe)
» Con 1: 0p/({qo, 42}, 1) = {qo} (va existe)

Fr = {{q, ¢2}} pues contiene a ¢; € Fy. El AFD resultante:

{QO,fh}
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Para abordar este problema se requiere el conocimiento del capitulo
anterior sobre lenguajes, alfabetos y operaciones de cadenas. Del problema
anterior se reutilizan el patréon de diseno de autématas con estados de error
y el algoritmo general de reconocimiento.

d. ;Cual es el diseno de la solucién?

Primero se define el alfabeto de entrada (digitos y punto decimal), se
construye la expresion regular que formaliza el patréon vélido, se disenia un
AFN que captura la estructura del lenguaje y finalmente se convierte a
AFD mediante construccion de subconjuntos.

Expresion regular L,,m,

Sea D ={0,1,...,9} el conjunto de digitos y {.} el punto decimal. La
expresion regular que describe los nimeros vélidos (enteros o con parte

decimal) es:
Lywn = DY UD*-{.}-D*

AFN de diseno para Ljum

Después de leer el primer digito, el autémata todavia no puede
determinar si la cadena corresponde a un ntmero entero (D1) o a un
nimero decimal (DT - {.} - D). Esta incertidumbre se modela mediante
no-determinismo: desde el estado inicial, la lectura de un digito permite
continuar por dos posibles recorridos.

Se define el AFN N = (P’ZaA7p07FN) con P = {p07p17p2ap3ap4}a
Fy = {p1,ps} y funcién de transiciéon A : P x ¥ — P(P):

A | D (digito) . (punto)
po | {p1,pa} 0

Y4 {P1} 0

D2 {p2} {ps}
Y25 {p4} 0

y2 {p4} 0

La transicion A(pg, D) = {p1,p2} es el tnico punto no-determinista: p;
inicia la rama de enteros (es de aceptacién) y p, inicia la rama de decimales.
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La conversion AFN — AFD mediante construccion de subconjuntos
estados (cada uno es un subconjunto de estados

produce los siguientes

del AFN):
Estado AFD | Subconjunto AFN | D . {Acepta?
o {po} G Qe No
q1 {p1,p2} @1 @ | Si(p1 € Fn)
7% {ps} B g No
q3 {pa} g3 qe | S1 (ps € Fy)
Qe 0 de e No

Autémata M,um

El AFD resultante de convertir el AFN

(@Q,%,6,q, F) donde:

Q = {90, 11,82, G3, 4 }
¥ ={D,.} (digitos y punto decimal)

qo es el estado inicial

g es el estado de error

F ={q,qs} (enteros y decimales vélidos)

anterior es Mpum =

La funcién 0 : Q x ¥ — @ se define mediante la siguiente tabla:
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d | D (digito) . (punto)
do a1 de
a1 a1 (p)
q2 qs de
q3 q3 Ge
qe qe Qe

Diagrama de transicion

D
_/

Interpretacion de los estados

= ¢o: estado inicial, no se ha leido ningtin simbolo

» ¢p: nimero entero valido (uno o més digitos)

= ¢o: punto decimal leido, esperando digitos de la parte decimal

» ¢3: nimero decimal valido (parte entera + punto + parte decimal)

» ¢.: formato invéalido (punto al inicio o multiples puntos)
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2.2.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Cadena w = “123” (aceptada - entero)

Paso | Simbolo | Estado
0 - qo0
1 1 (D) q1
2 2 (D) q1
3 3 (D) q1

Estado final: ¢; € FF = ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Cadena w = “45.67” (aceptada - decimal)

Paso | Simbolo | Estado
0 * qo
1 4 (D) q1
2 D (D) q1
3 . G2
4 6 (D) qs
d 7 (D) qs

Estado final: ¢3 € F' = ACEPTADA

c. Ejemplo 3
Cadena w = “123” (rechazada - comienza con punto)
Paso | Simbolo | Estado
0 — do
1 . Qe
2 1(D) Ge
3 2 (D) ge
4 3 (D) qe

Estado final: ¢. ¢ F = RECHAZADA
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2.2.4 Codificacion

La implementacién reutiliza los cinco componentes construidos en la
seccion anterior, ajustando los detalles propios del nuevo autéomata:
alfabeto {D,.} y dos estados de aceptacién, ¢; para enteros y g3 para
decimales.

El flujo comienza en la funciéon main, que pide el valor, construye la
tabla de transiciones y resuelve si la cadena es aceptada.

Cédigo 2.7: Funcidén principal

1 def main() :

cadena = leer ("Ingrese el numero decimal: ")
transicion = definir_funcion_transicion ()
resultado = validar_decimal (cadena, transicion)
imprimir_ resultado (cadena, resultado)

(S N

La interaccién con la consola queda en dos funciones auxiliares: una para
leer el dato, otra para imprimir el resultado.

Cddigo 2.8: Funciones de entrada y salida

7 def leer (texto):

8 return input (texto)

9

10 def imprimir_resultado (cadena, es_valido):

11 if es_valido:

12 print (£"’ {cadena}’: ACEPTADA")
13 else:

14 print (£"’ {cadena}’: RECHAZADA")

Antes de invocar al autémata hay que reducir cada caracter de la cadena
a uno de los dos simbolos del alfabeto, digito o punto.

Coédigo 2.9: Funcidén de clasificacién

16 def clasificar (caracter):

17 if caracter.isdigit():
18 return "D"

19 elif caracter == ".":
20 return "."

21 else:

22 return "error"
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A diferencia del problema anterior, aqui hay dos rutas de aceptacién: la
cadena se acepta si termina en ¢ (entero) o en g3 (decimal).

Cébdigo 2.10: Funcidén de validacidn

24 def validar_decimal (cadena, transicion):

25 estado = "gO"

26 for caracter in cadena:

27 simbolo = clasificar (caracter)

28 estado = transicion.get ((estado, simbolo), "ge")
29 return estado in {"gl", "g3"}

Por 1ltimo, § se representa como un diccionario anidado de cinco
entradas, una por estado, en el que cualquier transicion no permitida
conduce a g,.

Cébdigo 2.11: Funcién de transicién

31 def definir_funcion_transicion() :

32 return {

33 (IIqOH’ llDll) llqlll, (llqoll, ll'll) . llqell,
34 ("ql", IIDH) : "ql", (llql", "‘") : "q2ll,
35 ("q2ll, llDll) . llq3ll, (llqzll, ll'") . llqell,
36 ("q3ll’ "DH) "q3", ("q3", "‘") : "qe",
37 ("qe“, llDll) "qe", (llqell, "‘") . llqell’
38 }

2.3. Validacién de cédigos de producto

LogiTrack Internacional es una empresa de logistica que gestiona el
inventario y distribucién de productos para multiples clientes corporativos
en América Latina. Cada producto registrado en su sistema recibe un
codigo tinico con un formato estricto: exactamente dos letras maytsculas
que identifican la categoria del producto, seguidas de un guiéon y
exactamente cuatro digitos que corresponden al ntimero de serie dentro
de esa categoria. Por ejemplo, el cédigo AB-1234 indica un producto de
la categoria AB con ntimero de serie 1234.

El departamento de tecnologia de LogiTrack ha identificado que
frecuentemente se ingresan codigos con formatos incorrectos: letras
minusculas, digitos faltantes, guiones en posiciones incorrectas o caracteres
adicionales. Estos errores generan inconsistencias en la base de datos y
dificultan el seguimiento de los productos a lo largo de la cadena de
distribucion.
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Se requiere un moédulo de validacién que determine automaticamente
si un cédigo de producto ingresado cumple con el formato establecido,
garantizando asi la integridad de los datos y facilitando el seguimiento
eficiente de los productos. Adicionalmente, el area de sistemas ha informado
que los codigos cuya categoria comience exactamente con las letras XX
estan reservados para uso interno del sistema: aunque tienen el formato
correcto, no deben aceptarse como cdédigos de producto ordinarios.

2.3.1 Analisis / Abstraccién

El escenario de LogiTrack combina una validaciéon de formato con una
restriccion adicional sobre las categorias reservadas:

a. ;Cual es el problema a resolver?

LogiTrack Internacional requiere un validador automaéatico que acepte
los cédigos con formato LL-DDDD (dos letras mayusculas, guién, cuatro
digitos) y, simultdneamente, rechace aquellos cuya categoria sea XX,
reservada para uso interno del sistema.

b. ;Cudl es la informacién necesaria?

Cada producto registrado se identifica con un tnico cédigo que se valida
individualmente:

Informacién necesaria ‘ Tipo de dato
Cadena de entrada (codigo de producto) | Texto (String)

El formato valido especifica exactamente dos letras maysculas, un guion
y exactamente cuatro digitos, como en AB-1234.

2.3.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Una cadena de caracteres proporcionada como co6digo
de producto.
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» PROCESAMIENTO:

1. Lectura de la cadena de entrada.

2. Definicién de la funcién de transiciéon del AFD que reconoce el
formato LL-DDDD.

3. Validacién del codigo de producto mediante el AFD.

4. Impresion del resultado de la validacion.

s SALIDA: Una decision binaria: ACEPTADA si la cadena cumple
exactamente con el formato, o RECHAZADA si no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para diseniar la solucién se aplican los formalismos ya presentados
(expresiones regulares y AFD) y, adicionalmente, las propiedades de
clausura de los lenguajes regulares. Estas propiedades permiten una
construccién modular: se define primero el lenguaje de todos los codigos con
formato correcto, luego el lenguaje de los codigos reservados, y se obtiene
el lenguaje valido mediante complemento e interseccion.

Propiedades de clausura

Los lenguajes regulares forman una familia cerrada bajo varias
operaciones: aplicar estas operaciones a lenguajes regulares siempre
produce otro lenguaje regular. Esta propiedad permite construir lenguajes
complejos a partir de componentes mas simples.

Teorema de clausura [Hopcroft et al., 2006|, [Sipser, 2012]: Si L,
y Ly son lenguajes regulares, entonces también lo son:

» Ly U Ly (unién)

» [y N Ly (interseccién)

» Ly - Ly (concatenacién)

s L} (cerradura de Kleene)

L; (complemento: todas las cadenas que no estdn en L)

Ly — L, (diferencia: cadenas en L; pero no en Ly)
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Las tres primeras operaciones son los constructores con los que se definen
las expresiones regulares; el teorema garantiza que aplicarlas a lenguajes
regulares produce un lenguaje regular.

Las operaciones restantes van mas alld de la sintaxis de las expresiones
regulares. La interseccion requiere construir un AFD producto que simula
ambos autématas en paralelo. El complemento, en un AFD, se obtiene
intercambiando estados de aceptaciéon y rechazo; esta operacion no
funciona directamente sobre un AFN, que debe convertirse antes a AFD.
La diferencia se expresa como Ly — Ly = Ly N Lo.

Aplicaciéon al problema de LogiTrack

El problema requiere aceptar exactamente los cddigos con formato
correcto que no comiencen con XX. Esto se expresa mediante dos lenguajes
regulares:

» Leodigo = L? - {—} - D*: todos los cédigos con formato valido (regular
por clausura bajo concatenacién).

" Lioservado = { X} - {X}-{—=} - D% los codigos reservados del sistema
(también regular, por el mismo argumento).

El lenguaje objetivo se obtiene combinando ambos mediante
complemento e interseccion:

Lvalido = Lcodigo N Lreservado

Por las propiedades de clausura, Lieservado €8 regular (complemento de un
lenguaje regular) y, por lo tanto, Lyaq4o también lo es (interseccién de dos
lenguajes regulares). Esto garantiza que existe un AFD que implementa la
validacién completa, incluyendo el rechazo de los codigos reservados.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Para abordar este problema se requiere el conocimiento del capitulo
anterior sobre lenguajes, alfabetos y operaciones de cadenas. De los
problemas anteriores se reutilizan el patrén de diseno de autématas con

estados de error, el algoritmo general de reconocimiento y el procedimiento
de conversion AFN — AFD.
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d. ;Cual es el diseno de la solucién?

La solucién parte de la definicion del alfabeto de entrada (letras
maytsculas, digitos y guién) y de los lenguajes correspondientes a los
codigos validos y reservados. Posteriormente, utilizando las propiedades
de clausura de los lenguajes regulares bajo complemento e interseccion,
se construye el lenguaje que contiene tinicamente los c6digos permitidos.
Finalmente, dicho lenguaje se implementa mediante un AFD encargado de
reconocer las cadenas validas.

Expresiones regulares del problema

Sea L ={A,B,...,Z} (letras mayuisculas) y D = {0,1,...,9} (digitos).
Se definen tres lenguajes regulares:

Lcodigo = L2 : {_} : D4
Lieservado = {X} : {X} : {—} . D4

Lvalido = Lcodigo N Lreservado

Leodigo Y Lreservado SON regulares por clausura bajo concatenacion.
Lyeservado €s regular por clausura bajo complemento, y Lyaiiqo €s regular por
clausura bajo interseccion. Esto garantiza que existe un AFD que reconoce
exactamente los codigos con formato correcto que no estan reservados.

Autémata Mcogigo

Definimos el autémata Meoqigo = (@, X, 6, go, F') donde:

Q ={a0, 1,9 43,41, 45, 96, 47+ G }
¥ ={L,D,—} (letras maytusculas, digitos, guién)

qo es el estado inicial

F ={q7} (cbdigo completo y valido)

qe es el estado de error (trampa)
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La funcién 0 : Q x ¥ — @ se define mediante la siguiente tabla:

d | L (letra) D (digito) — (guién)
do qQ de de
q1 q2 de ge
q2 Qe e qs
q3 Ge q4 Qe
q4 Qe qs Ge
g5 Ge de Ge
d6 Ge qr Ge
qr Ge de 4e
de Qe Qe Qe

Diagrama de transicion

L,D,—

Se omiten las transiciones hacia g, para mayor claridad.

Interpretacién de los estados

® do:
" g1
" g2
" g3t
" gy
" s
" gs:
" g7
B e

estado inicial, no se ha leido ningiin simbolo

primera letra mayuscula leida

segunda letra maytscula leida, esperando guién

guién leido, esperando primer digito

primer digito leido

segundo digito leido

tercer digito leido

codigo completo y vélido (exactamente cuatro digitos)

formato invalido (caracter inesperado o longitud incorrecta)
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2.3.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1
Cadena w = “AB-1234” (aceptada)

Paso | Simbolo | Estado
0 do

q1

q2

qs

g4

gs

de

qr

@
GG

N O U= W N =
=W N =
/\/\/\/-\l
wRwhwiw)

S N N

Estado final: ¢; € FF = ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Cadena w = “AB-123" (rechazada - faltan digitos)

Paso | Simbolo | Estado
0 — do
1 A (L) a1
2 B (L> q2
3 - qs
4 1 (D) g4
o 2 (D) gs
6 3 (D) de

Estado final: g5 ¢ FF = RECHAZADA

c. Ejemplo 3

Cadena w = “XX-1234" (rechazada — cddigo reservado)

Modigo verifica inicamente el formato; como XX-1234 tiene el formato
LL-DDDD correcto, el autémata lo acepta:
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Paso | Simbolo | Estado
0 — qo

) q1
)

q2
q3
) g4
) g5
) de
)

q7

N O Ol = W N

Estado final: ¢; € F' = Mogi0 ACEPTA (formato correcto).

Sin embargo, la cadena pertenece a Lieservado = {X } - {X }-{—}- D%, por
lo que w ¢ Lyatido = Leodigo N Lireservado = RECHAZADA como cédigo

ordinario.

2.3.4 Codificacion

La implementacion conserva la estructura de cinco componentes, aunque
el alfabeto cambia a {L, D, —} y el conjunto de estados de aceptacién se
reduce a F' = {q-}.

La funcién main mantiene el mismo flujo general de las secciones
anteriores: leer el codigo ingresado, ejecutar el autémata y mostrar el
resultado de la validacion.

Cédigo 2.12: Funcién principal

1 def main () :

cadena = leer ("Ingrese el codigo de producto: ")
transicion = definir_ funcion_transicion ()
resultado = validar_codigo (cadena, transicion)
imprimir_resultado (cadena, resultado)

g WoN

La interaccién con la consola se delega en dos funciones auxiliares: una
lee el codigo, la otra lo reporta como aceptado o rechazado.
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Cédigo 2.13: Funciones de entrada y salida

7 def leer (texto):
8 return input (texto)

10 def imprimir_ resultado (cadena, es_valido):

11 if es_valido:

12 print (£"’ {cadena}’: ACEPTADA")
13 else:

14 print (f"’ {cadena}’: RECHAZADA")

Este problema anade complejidad al alfabeto: la clasificacién distingue
ahora tres tipos de simbolo (letra mayuscula, digito o guién) en vez de los
dos del ejercicio anterior.

Cébdigo 2.14: Funcién de clasificacién

16 def clasificar (caracter) :

17 if caracter.isalpha() and caracter.isupper () :
18 return "L"

19 elif caracter.isdigit():

20 return "D"

21 elif caracter == "-":

22 return "-"

23 else:

24 return "error"

La validacién es estricta: solo acepta cuando el autéomata alcanza q7, es
decir, cuando se ha leido el patrén completo LL-DDDD.

Cébdigo 2.15: Funcién de validacién

26 def validar_codigo (cadena, transicion):

27 estado = "qgO"

28 for caracter in cadena:

29 simbolo = clasificar (caracter)

30 estado = transicion.get ((estado, simbolo), "ge")
31 return estado == "g7"

Por su parte, la tabla de transiciones cubre los nueve estados,
encaminando hacia ¢, cualquier desviacién del patrén esperado.
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Cédigo 2.16: Funcién de transicién

N
.
.
.o
Ay
\

33 def definir_funcion_transicion() :

34 return

35 (llqOIV, "Lll) : "ql", ("qoll, IID") "qe", ("qoﬂ "_") . "qe"’
36 (llqlll, "L“) . "qzll, ("ql“, "D") llqe“, ( 1" ll_") . llqell’
37 (HqZVV, "L") : llqe", ("q2ll’ llDH) "qe", (l qZH "_") : llq3",
38 (llq3ll, "L“) . "qell, ("q3ll, "D") "q4ll, (l q3ll "_") . "qell’
39 ("q4™, "L"): "ge", ("g4", "D"): "qg5", ("g4", "-"): "qge",
40 (llq5", "Lll) . "qell, ("q5ll, IID") "q6ll, ( q5ll "_") . "qell’
41 (llq6ll, "L“) . llqell, ("q6||’ "D") llq7"’ ( q6ll llill) . llqell,
42 (llq7", "Lll) . "qe", ("q7ll, IID") "qe", ( 7" "_") . "qell’
43 (llqell, "L“) . "qell, ("qe“’ IID ) llqe“, ( qe P ll_") . llqell,
44 }

El cédigo implementa tnicamente la validacién del formato LL-DDDD.
El rechazo de los codigos reservados requiere un paso adicional: verificar
la pertenencia a Lyeservado ¥ aplicar la diferencia Lyatido = Lcodigo \ Lreservado
definida en la seccién de diseno.

2.4. AnaAlisis léxico: reconocimiento de tokens

El grupo de investigacion CompLab, adscrito al departamento de
ciencias de la computacion de una universidad, se encuentra desarrollando
un compilador educativo para un subconjunto del lenguaje C. El
objetivo del proyecto es crear una herramienta didactica que permita
a los estudiantes comprender las fases de compilacién mediante la
experimentacion directa con codigo fuente.

La primera fase que el equipo debe implementar es el analizador
léxico (también llamado lezer o scanner) [Aho et al., 2006], cuya funcién
es transformar una secuencia de caracteres (el cédigo fuente) en una
secuencia de tokens o unidades léxicas con significado en el lenguaje de
programacion. Un token es la unidad minima con significado sintactico; por
ejemplo, en la sentencia if x == 42 + vy;, el analizador léxico debe
identificar: la palabra clave 1 f, el identificador x, el operador ==, el literal
numeérico 42, el operador +, el identificador y y el delimitador ; .

El lexer debe reconocer y clasificar multiples tipos de tokens: palabras
clave (if, while, return), identificadores definidos por el usuario,
nimeros enteros, operadores aritméticos y relacionales, y delimitadores.
Distinguir la palabra clave i f de un identificador como 1 ffy, o el operador
de asignacion = del de comparacién ==, es fundamental para el correcto
analisis sintactico posterior.
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2.4.1 Analisis / Abstraccién

El proyecto de CompLab plantea un problema de clasificacién de
subcadenas:

a. ;Cual es el problema a resolver?

CompLab requiere implementar el analizador 1éxico de su compilador
educativo. El lexer procesa la cadena de cédigo fuente y asigna a cada
fragmento (lexema) su tipo de token correspondiente. La eficiencia exigida
motiva el uso de autématas minimizados.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Cada token reconocible estd asociado a un patrén. Los cinco tipos
considerados son:

Tipo de token Ejemplos Tipo de dato
Palabra clave (KEYWORD) | if, while, return | Texto (String)
Identificador (IDENTIFIER) | %, suma, totall Texto (String)
Nuamero entero (INTEGER) | 42, 0, 100 Texto (String)
Operador (OPERATOR) +, -, =, == Texto (String)
Delimitador (DELIMITER) | (, ), ; Texto (String)

2.4.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?
» ENTRADA: Una cadena de texto con codigo fuente (por ejemplo,

"if x == 42 + y;").
» PROCESAMIENTO:

1. Lectura de la cadena de codigo fuente.

2. Tokenizacién de la cadena en una lista de lexemas con su tipo
de token.

3. Impresion de la lista de tokens reconocidos.
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» SALIDA: Lista de pares (lexema, tipo_token). Ejemplo: [ ("if",
KEYWORD), ("x", IDENTIFIER), ("==", OPERATOR),
("42", INTEGER), ("+", OPERATOR), ("y"
IDENTIFIER), (";", DELIMITER)].

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

La construcciéon del analizador l1éxico requiere expresiones regulares para
definir los patrones de cada tipo de token, ademas de la construccion y
minimizaciéon de autéomatas finitos para implementar su reconocimiento.
Estos conceptos se han desarrollado a lo largo del capitulo, pero presentan
también limitaciones que conviene caracterizar antes de disefiar el lexer.

Limitaciones: El lema de bombeo

No todos los lenguajes pueden ser reconocidos por autéomatas finitos.
El lema de bombeo [Bar-Hillel et al., 1961 establece una condicién
necesaria que todo lenguaje regular debe satisfacer. La condicién no es
suficiente, por lo que el lema sirve unicamente para demostrar que un
lenguaje no es regular, nunca para demostrar lo contrario.

e D

Lema de bombeo para lenguajes regulares:

Sea L un lenguaje regular. Entonces existe una constante n > 1
(llamada longitud de bombeo) tal que toda cadena w € L con |w| > n
puede escribirse como w = xyz, satisfaciendo:

1. Jzy| < n (laseccién que se repite aparece dentro de los primeros
n simbolos),

2. |y| > 1 (la parte que se repite no puede ser vacia),

3. Para todoi > 0, zy'z € L (la cadena permanece en el lenguaje
al repetir o eliminar y).

Intuicién detras del lema

Los autéomatas finitos no pueden contar indefinidamente. Si un
AFD tiene n estados y procesa una cadena con mas de n simbolos,
necesariamente algiin estado debe repetirse. Esto genera un ciclo durante
la ejecucion del autémata.
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El segmento y representa precisamente esa parte ciclica de la cadena,
por lo que puede repetirse (bombearse) cualquier cantidad de veces sin
que la cadena deje de ser aceptada.

Cémo usar el lema para demostrar que un lenguaje NO es
regular:
1. Se supone (por contradiccion) que L SI es regular

2. Se elige estratégicamente una cadena w € L que requiera contar o
emparejar simbolos

3. Se muestra que cualquier forma de dividir w = xyz y bombear y
produce una cadena fuera del lenguaje

4. Esto contradice el lema de bombeo

5. Por lo tanto, la suposicién inicial es falsa: L NO es regular

Ejemplo 5: Demostracion de que el lenguaje de paréntesis
balanceados no es regular

Lenguaje: L = {(")" [n > 1} ={(), (()), ((()),-- -}

Este lenguaje contiene cadenas formadas por n paréntesis de apertura
seguidos de n paréntesis de cierre. Reconocer bloques balanceados de este
tipo aparece naturalmente en el andlisis léxico de CompLab, y el lema de
bombeo explica por qué un AFD no puede resolver esa tarea.

Demostracion por contradiccion:

1. Suposicion: Supongamos que L es regular.

2. Aplicacién del lema: Por el lema de bombeo, existe una constante
n > 1 tal que toda cadena en L con longitud > n se puede dividir en
tres partes w = xyz cumpliendo las tres condiciones del lema.

3. Eleccién de cadena: Elegimos w = (™)", es decir, n aperturas
seguidas de n cierres. La cadena pertenece a L y cumple |w| = 2n >
n.
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4. Division segun el lema: w debe poder escribirse como w = xyz
donde |zy| < n, |y| > 1y zy'z € L para todo i > 0.

5. Andlisis de la divisién: Como |zy| < n y w comienza con n
aperturas, las partes x e y caen completamente dentro de los primeros
n paréntesis de apertura. Por lo tanto:

(7 (algunas aperturas, posiblemente ninguna)

x
y = (* (al menos una apertura, pues |y| > 1)

z = (""" (las aperturas restantes mas todos los cierres)
donde 7 >0, k>1,yj+k<n.

6. Bombeo con i = 2: al repetir y dos veces se obtiene
i ((k n—j—k\n n+k\n
vy'z = () () = ()
cuya longitud presenta n + k aperturas y n cierres.

7. Contradiccién: Como k > 1, la cadena zy?z tiene més aperturas
que cierres, luego zy*z ¢ L, contradiciendo la tercera condicién del
lema.

8. Conclusion: La suposicion inicial es falsa: L no es regular. O]

Ejemplo concreto con n = 3:

Consideremos w = ((())). Una posible divisién es x = (, y = ((, z =))):

» Eliminando y: z3y°2 = (-¢-))) = ())) (1 apertura, 3 cierres) =¢ L
)) = ((())) (3 aperturas, 3 cierres) =€ L

» Bombeando una vez: zy?z = (-((((-))) = ((((())) (5 aperturas, 3
cierres) =¢ L

€
» Sin bombear: zy'z = (-((-

La restriccién |zy| < n obliga a que la parte bombeada pertenezca al
bloque de aperturas, lo que rompe el balance de la cadena. Para el lexer
de CompLab, esto significa que la verificaciéon de paréntesis balanceados
no puede resolverse unicamente mediante analisis léxico y debe tratarse
durante el andlisis sintactico.
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Implicacién para el analisis léxico: El reconocimiento de
estructuras anidadas, como paréntesis o llaves balanceadas, requiere
mantener un conteo potencialmente ilimitado. Debido a esta
limitacion, los analizadores 1éxicos no son suficientes para resolver
este tipo de problemas y es necesario utilizar gramaticas libres de
contexto en la fase sintactica.

Minimizacién de AFD

Para cada lenguaje regular existe un AFD minimo que lo reconoce, es
decir, uno con el menor nimero posible de estados. El primer algoritmo
de minimizacién fue propuesto por Moore [Moore, 1956], y posteriormente
Hopcroft desarroll6 una versién mas eficiente [Hopcroft, 1971]. La idea
conceptual comtn a estos algoritmos es refinar particiones de estados segin
su comportamiento: estados que no pueden distinguirse mediante ninguna
cadena de entrada se fusionan en uno solo.

Hablar de ese AFD minimo como algo unico exige antes una aclaracion:
dos automatas pueden diferir solo en el nombre de sus estados y, aun asi,
ser el mismo a todos los efectos. Esa relacion se llama isomorfismo. Dos
AFD son isomorfos cuando existe una correspondencia uno a uno entre sus
estados que conserva el estado inicial, los estados de aceptacion y todas
las transiciones. Por ejemplo, un AFD con estados {qo,q1,¢2} y otro con
{A, B, C} son isomorfos si la asociacién gy <> A, ¢1 <> B, ¢ <> C respeta
esas tres condiciones; uno se obtiene del otro sin mas que renombrar los
estados.

El AFD minimo de un lenguaje regular es tnico salvo isomorfismo. Este
resultado se sustenta en el teorema de Myhill-Nerode |[Myhill, 1957,
Nerode, 1958], que caracteriza los lenguajes regulares mediante relaciones
de equivalencia de indice finito sobre ¥*.
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Estados equivalentes

Definicién (Estados equivalentes): Dos estados p y ¢ de un
AFD son equivalentes, denotado p = ¢, si ninguna cadena permite
distinguirlos por aceptacion:

pP=q <= YweX": [S(p,w) e F s d(q,w) EF}.

Estados equivalentes pueden fusionarse en un solo estado sin alterar
el lenguaje reconocido.

Algoritmo de minimizacién (refinamiento de particiones)

Se asume que el AFD es completo; en caso contrario, basta anadir un
estado sumidero antes de aplicar el algoritmo.

1. Paso 0: Eliminar los estados inalcanzables desde el estado inicial.

2. Paso 1: Construir la particién inicial separando estados de
aceptacion y de no aceptacion:

3. Paso 2: Refinar la particiéon. La nueva particiéon II;,; se obtiene
dividiendo cada bloque de II; de modo que dos estados p,q
permanezcan en el mismo bloque si y solo si:

= estan en el mismo bloque de II;, y

» para todo a € X, los sucesores 0(p, a) y 0(q, a) estdn en el mismo
bloque de II;.

4. Paso 3: Repetir el refinamiento hasta que I1;,; = II;, es decir, hasta
que la particion se estabilice.

5. Paso 4: Construir el AFD minimo A/= a partir de la particién final
II:

» los estados son los bloques de II;
» el estado inicial es el bloque que contiene a qg;
= los estados de aceptacion son los bloques contenidos en F';

» la transicion se define como &' ([p],a) = [0(p, a)], que esta bien
definida porque todos los estados de un mismo bloque tienen
sucesores dentro de un mismo bloque.
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Ejemplo 6: Minimizacion del autémata para identificadores que
terminan en digito

Algunas convenciones de nomenclatura en lenguajes de ensamblador y
sistemas heredados exigen que los identificadores comiencen con letra y
terminen obligatoriamente en digito. El lenguaje es:

Lq=L-(LUD)-D

Aplicaremos el algoritmo de minimizacién a un AFD que lo reconoce pero
contiene varios estados redundantes producto de un disefio descuidado.

AFD inicial M (disefio con estados redundantes): Una primera
versiéon del AFD que reconoce L;q podria tener la siguiente estructura,
con estados que representan cada paso del proceso de lectura pero sin
optimizacién:

>

L,D

Paso 0: Todos los estados son alcanzables desde gy (puede verificarse
con un recorrido en anchura).

Paso 1: Particién inicial separando finales de no finales:

1—-[0 = {{937%7(]6}7 {QO>QI;QQaQ5a(]7}}
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Paso 2 (iteracién 1): Refinamos cada bloque examinando a qué bloque
de Il va cada estado con cada simbolo.

Bloque {qo, q1, G2, 45, 47} -

» Con L: todos los destinos (q1, ¢2, q2, G5, q7) caen en el bloque de no
finales.

» Con D: §(qy, D) = g7 (no final), 6(q1, D) = ¢z (final), (g, D) = q4
(final), d(gs, D) = g (final), (g7, D) = g7 (no final).

Bajo D, los estados se reparten en dos grupos: los que van a finales

{q1, 42,45} y los que van a no finales {qo, ¢;}. El bloque se divide.

Bloque {qs3,q4,qs}: con L todos van a g5 (no final); con D todos van a
¢e (final). No se separan.

I, = {{C]37Q4,CI6}, {01,902, 05}, {QO7Q7}}

Paso 2 (iteracién 2): Refinamos los bloques de II;.
Blogue {qo, q7}:

= Con L: 0(qo, L) = ¢1 € {q1,92, 95} pero 6(q7, L) = g7 € {qo, g7} Van
a bloques distintos: se separan.

Blogue {q1, q2, q5}: con L los destinos gz, g2, g5 estan todos en {q1, q2, g5 };
con D los destinos g3, qu, gs estan todos en {gs, q4, g6 }. No se separan.

Bloque {qs, q4, g} : idéntico al andlisis de la iteracion 1. No se separan.

My = {{gs, 41,46}, {01,005}, {a0}, {ar}}

Paso 2 (iteracién 3): Verificamos estabilidad de cada bloque con II,.

» {g3,q4,96}: con L todos van a {qi,q2,¢5}, con D todos van a
{q3,q4, g6 }. Estable.

= {917(]%(]5}3 con L todos a {Q1>(J2aCI5}a con D todos a {(JSaCMa(]ﬁ}-
Estable.

» {q}, {qr}: bloques unitarios, trivialmente estables.
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I3 = 11,

Paso 3: La particién se estabiliza tras dos refinamientos efectivos; el
algoritmo termina.

Paso 4 (construccién del AFD minimo):

Bloque {go} — estado A (inicial).

Bloque {q1, ¢2,q5} — estado B.

Bloque {gs, q4, 96} — estado C (final).

Bloque {g;} — estado S (sumidero).

Transiciones del cociente:

| L D
AlB S
B|B C
cC|B C
S|S S
AFD minimo resultante:
L
D
D e
D L

El AFD pasé de 8 a 4 estados, una reducciéon del 50 %, y el algoritmo
realizé dos refinamientos efectivos antes de estabilizarse.

Ventajas de la minimizacién. En la implementacion de un analizador
léxico:

= Memoria: la tabla de transiciones se reduce de 8 x 2 = 16 entradas
a 4 x 2 = 8. En un analizador real, donde || puede ser de cientos de
caracteres, el ahorro escala proporcionalmente.
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» Mantenimiento: cuatro estados con significado claro (inicial, “en
construccién”; “aceptable”, sumidero) son més faciles de verificar y
modificar que ocho con distinciones artificiales.

= Forma canénica: como el AFD minimo es tnico salvo isomorfismo,
dos disenos distintos del mismo lenguaje pueden compararse por
equivalencia minimizando ambos y verificando si las versiones
reducidas tienen la misma estructura.

Tabla de evolucion de particiones:

Iteracién | Particion Observacion

Iy Has a6}, {90, 01,92, 05, a7} Separacion inicial

Hl {{QS,Q47Q6}7 {CIhQ%QS}a {q07Q7}} Se aiSla* 61 grupo
cuyo (-, D) es final

IT, Has, 4,06} {01, %2, a5}, {a0}, {a7}} | @ y g7 se distinguen
porque qr es
sumidero

I3 Has 40,06} {01, 92,05}, {0}, {g7}} | Sin cambios; el
algoritmo termina

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

De los problemas anteriores se reutilizan las expresiones regulares para
definir los patrones de cada tipo de token, la construccion de AFD para
implementar su reconocimiento, las propiedades de clausura para combinar
subpatrones y el procedimiento de conversion AFN — AFD.

d. ;Cual es el diseno de la solucién?

Para disenar el analizador 1éxico, cada tipo de token se especifica con
una expresion regular y se implementa como un AFD. La tabla siguiente
resume las expresiones regulares del lenguaje simplificado, usando L para
letras mintsculas y D para digitos:
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Tipo de token | Expresion regular | Descripcion

KEYWORD if, while, return | Palabras reservadas exactas

IDENTIFIER L-(LUD)* Inicia con letra

INTEGER D+ Uno o més digitos

OPERATOR +, =%, [, =, == Operadores aritméticos vy
relacionales

DELIMITER (); Separadores

A continuacion se presenta el diagrama de transicion de cada automata.
Se omiten los estados de error para mayor claridad; cualquier transicién
no mostrada lleva implicitamente a un estado de rechazo.

Autémata M;q: identificadores

Liqg=L-(LUD)* (letra seguida de cero o mas letras o digitos)

L,D

qo: inicial; ¢;: al menos una letra leida (IDENTIFIER), acepta més letras
o digitos.

Autémata M;,: nimeros enteros

Ly = DT (uno o mas digitos)

qo: inicial; ¢;: al menos un digito leido (INTEGER), acepta mas digitos.

Autémata M,,: operadores

Lop = {+}U{-}u{xu{/tu{=tu{==
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Este automata es el més interesante: = y == comparten prefijo, por lo
que al leer el primer = atin no se sabe si el token serd = o ==.

:

qo: inicial; gop: operador simple (4, -, *, /); ¢g=: leido =, podria ser = o
inicio de ==; q__: leido exactamente ==.

\J

Autémata Mge: delimitadores

Laa ={(CU{}IU{;}

qo: inicial; ¢;: delimitador leido (DELIMITER). Siempre de un tnico
caracter.

Autémata M;ie: palabras clave

Las palabras clave deben reconocerse de manera exacta. Tomamos M
como ejemplo; los autématas para while y return siguen la misma
construccion, con algunos estados intermedios maés.

El alfabeto es ¥ = {3, f, L', D}, donde L’ representa las letras distintas
de iy f.

Lig = {i} - {f}

ROanOnnO

qo: inicial; ¢: leido 1, esperando f; ¢o: leido exactamente if
(KEYWORD).
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El analizador léxico aplica estos autéomatas en paralelo y, al detectar
el lexema mas largo posible, registra el token con el tipo correspondiente
(principio de mazimal munch).

2.4.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Cadena w = “if” (aceptada — palabra clave)

Paso ‘ Simbolo ‘ Estado

0 - qo
1 i 0
2 f q2

Estado final: ¢, € F = ACEPTADA (KEYWORD)

b. Ejemplo 2
Cadena w = “iffy” (rechazada — no es palabra clave)
Paso | Simbolo | Estado
0 — 4o
1 1 a1
2 f 7P
3 f Qe
4 y Qe

Estado final: ¢. ¢ FF = RECHAZADA (no es palabra clave; M4 la
reconoceria como IDENTIFIER)

c. Ejemplo 3

Tokenizaciéon de la cadena "if x == 42 + y;"

El analizador léxico recorre la cadena caracter a caracter agrupando
lexemas y consultando cada autémata. La secuencia de tokens resultante
es:
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Lexema | Tipo de token | Autémata
if KEYWORD M;

x IDENTIFIER M;

== OPERATOR M,y

42 INTEGER Ming

+ OPERATOR M,,

% IDENTIFIER Miq

; DELIMITER M

Resultado: 7 tokens identificados = ACEPTADA

2.4.4 Codificacion

A diferencia de los validadores anteriores, el analizador 1éxico reconoce
multiples tipos de tokens. El cédigo se organiza en tres capas: los
reconocedores por categoria, la funcion que clasifica un lexema completo,
y el tokenizador que escanea la cadena fuente.

Primero se presenta la funcién principal que orquesta el flujo completo.
Esta funcion coordina la lectura del codigo fuente, la tokenizacion y la
impresion de los tokens identificados:

Cédigo 2.17: Funcidn principal

1 def main() :

2 entrada = leer ("Ingrese el cdédigo a analizar: ")
3 lista_tokens = tokenizar (entrada)
4 imprimir_resultado (lista_tokens)

Las funciones auxiliares de entrada y salida encapsulan la lectura del
cédigo fuente desde la consola y la impresiéon formateada de los tokens
reconocidos en una tabla con columnas para el lexema y su tipo:

Cddigo 2.18: Funciones de entrada y salida

6 def leer (texto):

7 return input (texto)

8

9 def imprimir_resultado (tokens) :

10 print (£"{/ LEXEMA’ : <15} | {’/TIPO’"}")
11 print ("-" % 30)
12 for lexema, tipo in tokens:

13 print (f"{repr (lexema) : <15} | {tipo}™")
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Se definen los conjuntos fijos de keywords, operadores y delimitadores
que el analizador reconoce directamente:

Cdédigo 2.19: Constantes

15 KEYWORDS = {"if", "while", "return"}
16 OPERADORES = { "+" 0 w_mn o "*“ 0 " / " 0 n_mn 0 n__mn }
17 DELIMITADORES = {"(", ™)", ";"}

Cada tipo de token tiene su propia funcién extractora que, dada
la cadena fuente y wuna posicién inicial, consume los caracteres
correspondientes y retorna el lexema, su tipo y la nueva posicién. La
funcién extraer_palabra distingue entre keywords e identificadores
consultando el conjunto de palabras reservadas:

Cdédigo 2.20: Funciones extractoras

20 def extraer_palabra(codigo, 1i):

21 """Extrae un identificador o una keyword."""

22 inicio = 1

23 while i < len(codigo) and codigo[i].isalnum() :
24 i+=1

25 lexema = codigo[inicio:i]

26 tipo = "KEYWORD" if lexema in KEYWORDS else "IDENTIFIER"
27 return lexema, tipo, 1

28

29

30 def extraer_entero(codigo, 1):

31 """Extrae un numero entero."""

32 inicio = 1

33 while i < len(codigo) and codigo[i].isdigit () :
34 i+=1

35 return codigo[inicio:i], "INTEGER", i

36

37

38 def extraer_operador (codigo, 1i):

39 """Extrae operadores, priorizando los de dos caracteres (==)."""
40 # Caso especial: Operador de dos caracteres

41 if i + 1 < len(codigo) and codigo[i : 1 + 2] == "==":
42 return "==", "OPERATOR", i + 2

43

44 # Caso general: Operador de un cardcter

45 if codigo[i] in OPERADORES:

46 return codigo[i], "OPERATOR", i + 1

47 return None

48

49

50 def extraer_delimitador (codigo, 1):

51 """Extrae delimitadores de un solo cardcter."""
52 if codigo[i] in DELIMITADORES:

53 return codigo[i], "DELIMITER", i + 1

54 return None
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El tokenizador recorre la cadena fuente caracter a caracter, delegando
la extraccion de cada token a la funcién extractora correspondiente segin
el tipo de caracter encontrado:

Cddigo 2.21: Tokenizador

57 def tokenizar (codigo) :

58 tokens = []

59 i =0

60 n = len(codigo)

61

62 while i < n:

63 char = codigo[i]

64

65 # 1. Ignorar espacios

66 if char.isspace():

67 i 4+=1

68 continue

69

70 # 2. Intentar extraer Palabra (ID o Keyword)

71 if char.isalpha() :

72 lexema, tipo, i = extraer_palabra(codigo, 1)

73 tokens.append( (lexema, tipo))

74 continue

75

76 # 3. Intentar extraer Entero

7 if char.isdigit():

78 lexema, tipo, i1 = extraer_entero(codigo, 1)

79 tokens.append( (lexema, tipo))

80 continue

81

82 # 4. Intentar extraer Operador

83 resultado_op = extraer_operador (codigo, 1)

84 if resultado_op:

85 lexema, tipo, i = resultado_op

86 tokens.append( (lexema, tipo))

87 continue

88

89 # 5. Intentar extraer Delimitador

90 resultado_del = extraer_delimitador (codigo, 1)

91 if resultado_del:

92 lexema, tipo, 1 = resultado_del

93 tokens.append( (lexema, tipo))

94 continue

95

96 # 6. Cardcter desconocido

97 print (f"Error léxico: Cardcter ’{char}’ no reconocido en posicidn {
ip")

98 i+=1

99

100 return tokens

Para ejecutar el programa, se llama a main () al final del archivo, lo que
desencadena la lectura del cédigo fuente, su tokenizacion y la impresién de
los resultados.




140 Lenguajes regulares

2.5. Validacién de correos electrénicos (simplificado)

Conecta Digital es una organizacién no gubernamental que promueve la
inclusion digital en comunidades rurales de América Latina. Como parte de
su programa de alfabetizacién tecnologica, ha desarrollado una plataforma
web donde los participantes pueden registrarse utilizando una direccion
de correo electréonico. Sin embargo, muchos usuarios ingresan direcciones
con errores de formato, lo que impide la comunicacién posterior y genera
frustracion.

El equipo técnico de Conecta Digital necesita implementar un validador
de correos electronicos que verifique el formato bésico de las direcciones
ingresadas: una parte local compuesta por letras mintsculas o digitos,
seguida del simbolo arroba, un dominio compuesto por letras minusculas,
un punto y una extension de exactamente dos o tres letras mintsculas. Este
validador debe ser suficientemente simple para funcionar en dispositivos
con recursos limitados y conexiones lentas.

Se trata de una version simplificada del problema real de validacién de
correos electrénicos, cuyo estandar completo (RFC 5322) [Resnick, 2008]
es considerablemente mas complejo. No obstante, esta versiéon es suficiente
para los propoésitos de la organizacion.

2.5.1 Andlisis / Abstraccién

El requerimiento de Conecta Digital se reduce a un problema de
validacién de formato sobre una cadena:

a. ;Cuadl es el problema a resolver?

Conecta Digital requiere un validador que verifique el formato basico de
las direcciones de correo ingresadas por los participantes del programa,
condicién necesaria para garantizar la comunicacién posterior con los
usuarios registrados.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

El formulario de registro entrega al validador una sola direcciéon por
usuario:
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Informacion necesaria ‘ Tipo de dato
Cadena de entrada (direccién de correo) ‘ Texto (String)

2.5.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Una cadena de caracteres proporcionada como
direccion de correo electrénico.

» PROCESAMIENTO:

1. Lectura de la cadena de entrada.

2. Definicién de la funcién de transicién del AFD que reconoce el
formato de correo electrénico.

3. Validacion del correo electronico mediante el AFD.

4. Impresion del resultado de la validacion.

s SALIDA: Una decisiéon binaria: ACEPTADA si el correo cumple con
el formato, o RECHAZADA si no lo hace.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Esta seccion integra las herramientas desarrolladas a lo largo del
capitulo, sin introducir nuevos formalismos. Las expresiones regulares
describen el patron del correo electronico, el AFD implementa el
reconocimiento simbolo a simbolo y las propiedades de clausura garantizan
que la combinacién de subpatrones (parte local, dominio, extensién)
produce un lenguaje regular. La minimizacién del AFD, estudiada en la
seccion anterior, permite optimizar la implementaciéon resultante.

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

En este problema pueden reutilizarse varias de las técnicas
desarrolladas anteriormente. Del primer ejercicio se retoma el algoritmo de
reconocimiento mediante AFD. De la seccién sobre LogiTrack se aprovecha
la construccion modular por clausura, util para combinar los subpatrones
correspondientes a la parte local, el dominio y la extension. Finalmente,
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de la seccién de andlisis 1éxico se reutiliza la minimizacién de autématas
para reducir el niimero de estados de la implementacién final.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

Expresion regular Lgmai

Sea ¥ = {a,b,...,2,0,1,...,9,@ .}, con L el conjunto de letras
mintusculas y D el de digitos. La expresion regular que describe los correos
validos en el formato simplificado es:

Lemait = (LUD)" - {@}. LT - {} - (L*UL?)

donde L* y L? representan exactamente 2 o 3 letras para la extensién del
dominio.

Automata Mgmail

Se omiten las transiciones que llevan al estado de error ¢, para claridad
del diagrama. Cualquier entrada invalida debe llevar a ..

Interpretaciéon de los estados

= ¢o: estado inicial, esperando parte local
= ¢;: leyendo parte local (usuario)
= ¢y: @ leido, esperando dominio

= ¢3: leyendo dominio
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= ¢4: punto leido, esperando primera letra de extension

= ¢5: 1 letra de extension leida (atin no vélido)

» ¢g: 2 letras de extension leidas (vélido - ej: .co)

» ¢7: 3 letras de extension leidas (valido - ej: .com)

» ¢.: formato invalido

Definicion formal del AFD

Definimos el autémata Mo = (Q, 2, 9, qo, F') donde:

g es el estado de error

Funcion de transicion

Q = {C]o’ qd1,42,93,44, 45,46, 47, qe}
Y. ={L,D,Q,.} (letras, digitos, arroba, punto)

qo es el estado inicial

F = {gs,q7} (extension de 2 o 3 letras)

La funcién 0 : @ x ¥ — @ se define mediante la siguiente tabla:

d | L (letra) D (digito) @ . (punto)
do q1 Q1 de de
qQ q1 q q2 de
q2 q3 Ge Ge Ge
qs3 q3 Ge Ge 44
q4 g5 Ge de de
qs 3 Ge Qe Qe
de q7 Ge Qe Qe
qr Ge Ge Ge Ge
Qe de ge de de

2.5.3 Ejemplos

a. Ejemplo 1

de pruebas

Cadena w = “user@mail.com” (aceptada - extension de 3 letras)
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Paso | Simbolo | Estado
0 — do
1 u (L) q
2 s (L) ¢
3 e (L) Q1
4 r (L) Q1
5 @ q2
6 m (L) q3
7 a (L) q3
8 i (L) qs
9 l (L> qs
10 . qa
11 c (L) s
12 o (L) 6

Estado final: ¢; € FF = ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Cadena w = “test@example.co” (aceptada - extensiéon de 2 letras)

Paso | Simbolo | Estado
0 - do
1 t (L) il
2 e (L) i
3 S (L) q1
4 t (L) T
3] @ q2

6-12 | (example) q3
13 . q4
14 c (L) s
15 o (L) 6

Estado final: ¢¢ € FF = ACEPTADA

c. Ejemplo 3

Cadena w = “invalid.email” (rechazada - falta @)
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Paso | Simbolo | Estado

0 — do
1-7 | (invalid) ¢
8 . Qe

Estado final: ¢. ¢ F' = RECHAZADA

2.5.4 Codificacion

La estructura de cinco componentes vuelve a aparecer, esta vez sobre
un alfabeto maés rico (letras, digitos, arroba y punto) y dos estados de
aceptacion, F' = {gs,qr}, que distinguen las extensiones de dos y tres
letras.

La funcién main se encarga de leer la direccién de correo electronico
ingresada, ejecutar el autémata correspondiente y mostrar si la cadena es
aceptada o rechazada.

Cédigo 2.22: Funcidén principal

1 def main():

cadena = leer ("Ingrese el correo electronico: ")
transicion = definir_funcion_transicion ()
resultado = validar_email (cadena, transicion)
imprimir_resultado (cadena, resultado)

T W N

La capa de E/S concentra la interaccién con la consola, sin novedades
respecto a las secciones previas.

Cédigo 2.23: Funciones de entrada y salida

7 def leer (texto):

8 return input (texto)

9

10 def imprimir_resultado (cadena, es_valido):

11 if es_valido:

12 print (£"’ {cadena}’: ACEPTADA")
13 else:

14 print (£f"’ {cadena}’: RECHAZADA")

A diferencia del ejercicio anterior, aqui intervienen cuatro categorias de
simbolos en la clasificacion: letra, digito, arroba y punto.
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Cédigo 2.24: Funcidén de clasificacidn

16 def clasificar (caracter) :

17 if caracter.isalpha() and caracter.islower () :
18 return "L"

19 elif caracter.isdigit () :

20 return "D"

21 elif caracter == "@":

22 return "@"

23 elif caracter == ".":

24 return "."

25 else:

26 return "error"

La validacién dispone de dos rutas de aceptacion: el estado final puede
ser ¢ (extension de dos letras) o g7 (extension de tres letras).

Cddigo 2.25: Funcidén de validacién

28 def validar_email (cadena, transicion):

29 estado = "qgO"

30 for caracter in cadena:

31 simbolo = clasificar (caracter)

32 estado = transicion.get ((estado, simbolo), "ge")
33 return estado in ("g6", "g7")

Por ultimo, la tabla cubre los nueve estados del autémata; cualquier
combinacion invalida conduce al estado de error.
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Cédigo 2.26: Funcién de transicién

35 def definir_funcion_transicion() :

36 return

37 (llqO“, "Lll) : "ql", ("qoll, "Dll) . "ql", ("qo", "@") . "qell, ("qO", " .
): llqell,

38 ("ql“, "L") : "ql", ("qlll’ "D") : "ql", ("ql", "@") : "q2", ("ql", " .
): llqe",

39 (llq2“, "Lll) : llq3ll, ("q2ll, llDll) : "qe"’ (llqzll, "@") : llqell, (“qZ", n .
): llqe"

40 (llq3ll, "LII) ; llq3ll, (llq3ll, llDll) . llqe"’ ("q3ll, ll@") . llqell, (llq3"’ n .
): "q4"

41 (llq4ll, "Lll) ; llq5ll, ("q4ll, "Dll) . llqe“, ("q4ll, ll@") . llqell, (llq4ll, n .
): "qe"

42 (llqsll, "Lll) : "q6ll, ("q5ll, "Dll) . "qe“l ("qSll, ll@") . llqell, (llq5ll, n .
): "qe"

43 (llq6ll, "Lll) ; "q7ll, ("q6ll, "Dll) . "qe“, ("q6ll, "@") . "qell, ("q6", n .
): "ge"

44 (llq7", "Lll) ; "qell, ("q7ll, "Dll) . "qe", ("q7ll, "@") . "qell, ("q7", n .
): llqell,

45 ("qe“, "L") : "qe", ("qell, "D") . "qe", ("qe", "@") : "qell, ("qe", " .
): llqe",

46 }

2.6. Ejercicios

2.6.1 Diseno de autématas finitos

La empresa CyberGuard, especializada en ciberseguridad, necesita
herramientas de reconocimiento de patrones para analizar trafico de red.
Como parte del proceso de capacitacion de su equipo técnico, se requiere
que los ingenieros demuestren competencia en el diseno de autéomatas
finitos deterministas para patrones basicos.

Se requiere un AFD sobre el alfabeto ¥ = {a, b} que acepte exactamente
las cadenas que contienen un nimero par de letras a, sin importar la
cantidad de letras b presentes.

2.6.2 Conversion de autématas

Un sistema de andlisis de protocolos de comunicacién necesita detectar
si una trama de datos, representada como una cadena sobre ¥ = {a, b, c},
termina con la subcadena ab o con la subcadena bc. El equipo de ingenieria
disend el siguiente AFN y ahora necesita convertirlo a un AFD para
implementarlo eficientemente en hardware dedicado.
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Aplique la construccion de subconjuntos para obtener un AFD
equivalente. Diagrama del AFN:

Observacion: el no determinismo aparece en ¢q: al leer a, el automata
puede permanecer en ¢y 0 avanzar a ¢q; al leer b, puede permanecer en ¢
0 avanzar a (s.

2.6.3 Especificacion mediante expresiones regulares

En el desarrollo de herramientas de procesamiento de texto, las
expresiones regulares son el medio principal para especificar patrones de
busqueda y validacion. Un equipo de desarrollo de software necesita que
sus programadores sean capaces de escribir expresiones regulares precisas
para distintos tipos de patrones lingtiisticos y numéricos.

Escriba expresiones regulares para los siguientes lenguajes:

a) Cadenas sobre {L,D,@} (letras, digitos y simbolo arroba) que
contienen exactamente una ocurrencia del simbolo @. (Ejemplo
simplificado de validacién de la parte local de un correo electrénico.)

b) Numeros naturales sin ceros a la izquierda.

¢) Comentarios de una linea en C (que comienzan con “//”).

2.6.4 Limites de los lenguajes regulares

Un grupo de investigacion en teoria de la computacion estd evaluando
los limites de los modelos de reconocimiento basados en automatas finitos.
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Caracterizar qué lenguajes quedan fuera de su alcance permite elegir el
formalismo adecuado para cada problema.

Demuestre usando el lema de bombeo que el siguiente lenguaje no es
regular:
L={a"b" | n>m, n,m >0}

2.6.5 Comparacién de formalismos

Un sistema de monitoreo de eventos clasifica registros de actividad
usando secuencias de tres tipos de evento (a, b, ¢). El equipo de anélisis
necesita detectar aquellos registros que contienen la secuencia de eventos
ac en alguna posiciéon. Se requiere describir este patréon mediante los tres
formalismos equivalentes estudiados en el capitulo.

Para el lenguaje L = {w € {a,b,c}* | w contiene la subcadena ac},
proporcione:

a) Una expresién regular

b) Un AFN (aproveche el no determinismo: el autémata “adivina” en
qué posiciéon comienza el patrén ac)

c¢) Un AFD equivalente (obtenido mediante la construccion de
subconjuntos)

2.6.6 Analisis de aceptacion de cadenas

La verificaciéon y validacion de sistemas basados en autématas requiere
determinar si una cadena especifica es aceptada o rechazada por un
autémata dado. Este tipo de analisis se resuelve trazando el procesamiento
paso a paso.

Considere el siguiente AFD M = (Q, X, 9, qo, F') definido por:

- Q = {Qan17Q2}
» ¥ ={a,b}

= "= {g}

Funcién de transicion:
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Diagrama:
a,b

b a

Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas (V) o falsas

(F):

a) La cadena vacia ¢ es aceptada por M.

—

La cadena ab es aceptada por M.

o,

La cadena aab es aceptada por M.

)
)
c¢) La cadena ba es aceptada por M.
)
e)

Todas las cadenas que contienen al menos una a seguida de al menos
una b son aceptadas.

f) La cadena bbbab es aceptada por M.
g) La cadena aba es aceptada por M.

h) El autémata acepta el lenguaje L = {w € {a,b}* |
w contiene la subcadena ab}.

2.6.7 Diseno de AFD a partir de descripcion

Los siguientes tres ejercicios piden disenar autématas finitos a partir
de descripciones en lenguaje natural. El reto estd en traducir una
especificacion informal a una formal.

Disenie un AFD para cada uno de los siguientes lenguajes. Proporcione:
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» La definicién formal de la quintupla (Q, X, §, qo, F)
= El diagrama de transicion

= Una explicacion breve de la estrategia utilizada

a) Cadenas sobre {a, b, c} que empiezan con a y terminan con c. Pista:
el AFD necesita rastrear si el primer simbolo fue a y cuél fue el tltimo
simbolo leido.

b) Cadenas sobre {a,b} que no contienen dos a’s consecutivas (no
contienen la subcadena aa).

c) Cadenas sobre {a,b,c} que no contienen la subcadena aa ni la
subcadena bb (es decir, ningiin simbolo a o b aparece dos veces consecutivas;
el simbolo ¢ puede repetirse libremente). Pista: el AFD debe recordar cuédl
fue el dltimo simbolo leido.

2.6.8 Descripcion de lenguaje a partir de AFD

El problema inverso al diseno de autéomatas consiste en analizar un AFD
dado y determinar qué lenguaje reconoce. Esta habilidad permite verificar
la correcciéon de los autématas disenados y comprender el comportamiento
de sistemas existentes.

Para cada uno de los siguientes AFD, determine y describa formalmente
el lenguaje que acepta. Proporcione:

» Una descripcion en lenguaje natural
= La especificacion formal usando notaciéon de conjuntos

= Tres ejemplos de cadenas aceptadas y tres rechazadas
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a) AFD M; con Q = {QO,Q17Q2}7 Y= {a’ab}7 F= {Q17Q2}3

b) AFD M2 con Q = {QO7Q1,€I27Q3}; Y= {avba C}a F= {Q3}:

b
b,c a a,b, c
Hoo A ey

C) AFD M3 con Q = {QOaQIaQ%QE}v X = {Lv D}7 F= {Q2}:

L D
()2 (o)
qo a1 q2
N
D L

L.D
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2.7. Cierre del capitulo

En este capitulo se presentaron los lenguajes regulares, los autématas
finitos y las expresiones regulares como herramientas para automatizar
el reconocimiento de patrones simples. Estos modelos validan de forma
eficiente una amplia clase de entradas presentes en sistemas reales, dentro
de los limites expresivos que se hicieron explicitos a lo largo del capitulo.

Conceptos clave aprendidos

1. Autématas Finitos Deterministas (AFD): Modelo com-
putacional con un ntmero finito de estados capaz de reconocer
lenguajes regulares. Para cada simbolo de entrada existe una
Unica transicion posible. Se utilizan ampliamente en tareas de
reconocimiento y validaciéon de patrones.

2. Autématas Finitos No Deterministas (AFN): Variante de los
AFD que permite multiples transiciones posibles y transiciones ¢.
Simplifica el diseno de autématas, aunque posee el mismo poder
computacional que un AFD.

3. Equivalencia AFD-AFN: Todo AFN puede transformarse en
un AFD equivalente mediante la construcciéon de subconjuntos.
Esto demuestra que el no determinismo no aumenta el poder
computacional del modelo.

4. Expresiones Regulares: Forma compacta de describir lenguajes
regulares. El teorema de Kleene establece que las expresiones
regulares, los AFD y los AFN son formalismos equivalentes para
representar esta clase de lenguajes.

5. Propiedades de clausura: Los lenguajes regulares son cerrados
bajo unién, interseccién, concatenacion, cerradura de Kleene,
complemento y diferencia. Estas propiedades permiten construir
lenguajes mas complejos a partir de otros mas simples.

6. Limitaciones (Lema de bombeo): Los lenguajes regulares no
pueden contar arbitrariamente ni emparejar simbolos. Lenguajes
como {0"1" | n > 0} no son regulares porque requieren una cantidad
ilimitada de memoria para realizar el conteo.
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7. Minimizacién de AFD: Para cada lenguaje regular existe un
tnico AFD minimo (salvo isomorfismo) con la menor cantidad de
estados posible. El algoritmo de refinamiento de particiones permite
identificar y fusionar estados equivalentes.

8. Aplicacibn en compiladores: Los autéomatas finitos y las
expresiones regulares se utilizan en el analisis léxico, etapa encargada
de transformar el cédigo fuente en tokens [Aho et al., 20006].
Herramientas como Lex/Flex [Lesk and Schmidt, 1975] automatizan
este proceso a partir de especificaciones basadas en expresiones
regulares.

Limitaciones y motivacién para el siguiente capitulo

Los lenguajes regulares tienen limitaciones fundamentales:

» No pueden contar: {0"1" | n > 0} no es regular
= No pueden emparejar estructuras anidadas: paréntesis balanceados

= No tienen contexto: cada decision depende solo del estado actual

Estas limitaciones motivan el estudio de lenguajes mas expresivos.
En el siguiente capitulo se estudiaran lenguajes libres de contexto
y autématas de pila, que anaden una pila como memoria
auxiliar, permitiendo reconocer estructuras jerarquicas como expresiones
aritméticas, paréntesis balanceados y la sintaxis de lenguajes de
programacion.




Capitulo

Lenguajes libres de contexto

¢ Como analizar estructuras con jerarquia y anidamiento?

Muchos problemas en computaciéon involucran estructuras donde los
elementos no aparecen simplemente uno después de otro, sino que ademas
se organizan de manera jerarquica o anidada. Algunos ejemplos comunes
son:

= expresiones matematicas con paréntesis,

bloques de cédigo delimitados por llaves,

instrucciones anidadas,

s Jlamadas a funciones dentro de otras funciones.

En estos casos, no es suficiente verificar inicamente el formato de la
entrada; también es necesario analizar la relacion y el anidamiento entre
sus elementos.

sComo describir y analizar correctamente entradas que contienen
dependencias estructurales y anidamiento, garantizando que la estructura
sea valida?

Este capitulo aborda el analisis de estructuras jerarquicas y anidadas,
problema que motiva el estudio de los lenguajes libres de contexto.
A lo largo del capitulo, se presentan diversas situaciones problema
que motivan la introduccién progresiva de los conceptos fundamentales:
gramaticas libres de contexto, notacién BNF/EBNF, arboles de derivacion,
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ambigiiledad, autématas de pila, formas normales y propiedades de
clausura. Cada problema se desarrolla siguiendo una metodologia que
integra andlisis, disefio, pruebas y codificacion.

Nota histdorica

Los lenguajes libres de contexto tienen su origen en el trabajo de
Noam Chomsky en la década de 1950. En 1956, Chomsky introdujo
su famosa jerarquia de gramaticas para clasificar los lenguajes
formales segin su complejidad estructural [Chomsky, 1956], y en
1959 formaliz6 propiedades fundamentales de las graméticas libres
de contexto, incluyendo las formas normales |[Chomsky, 1959]. Las
gramaticas de tipo 2 en esta jerarquia corresponden a las gramaticas
libres de contexto.

Paralelamente, John Backus y Peter Naur desarrollaron entre
1959 y 1960 la notacion BNF (Backus-Naur Form) para describir la
sintaxis del lenguaje de programaciéon ALGOL 60 [Backus et al., 1960].
Esta notacion, basada en gramaticas libres de contexto, pasé a ser
ampliamente utilizada para especificar la sintaxis de lenguajes de
programacion.

El reconocimiento automaéatico de estos lenguajes fue formalizado
mediante los autématas de pila, introducidos por Anthony
Oettinger en 1961 [Oettinger, 1961], y la equivalencia entre
gramaticas libres de contexto y autématas de pila fue establecida por
Chomsky en 1962 [Chomsky, 1962]. Posteriormente, en los afios 1960s,
surgieron algoritmos eficientes de parsing como el algoritmo CYK
(Cocke-Younger-Kasami) [Kasami, 1966, [Younger, 1967], el algoritmo
de Earley para gramaticas arbitrarias [Earley, 1970] y los métodos de
andlisis ascendente de Knuth [Knuth, 1965] que dieron origen a los
parsers LR utilizados en compiladores modernos.
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3.1. Validacion de delimitadores balanceados

La empresa DevTools esta desarrollando un editor de cédigo que debe
verificar en tiempo real si los delimitadores escritos por los programadores
estan correctamente balanceados. Los delimitadores incluyen paréntesis
(), corchetes [] y llaves {}.

El equipo ha identificado que cadenas como ([]){} son vélidas,
mientras que ([)} o (() no lo son. Se requiere un mecanismo formal
para describir y verificar estas estructuras.

3.1.1 Analisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

DevTools necesita un mecanismo formal para describir la estructura de
cadenas con delimitadores anidados y verificar automaticamente si una
cadena dada tiene todos sus delimitadores correctamente balanceados.
Cada simbolo de apertura debe tener su correspondiente cierre, respetando
el anidamiento.

b. ;Cudl es la informacién necesaria?

Para poder resolver el problema es necesaria la siguiente informacion:

Informacién necesaria ‘ Descripcién
Cadena de delimitadores | El texto a verificar
Tipos de delimitadores Paréntesis (), corchetes [], llaves {}

La validez de la cadena depende de su estructura interna: cada
delimitador de apertura debe tener su correspondiente cierre, respetando
el anidamiento.

3.1.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

s ENTRADA: Una cadena de delimitadores.
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= PROCESAMIENTO: Verificar que cada simbolo de apertura
tenga su correspondiente cierre, respetando el orden de anidamiento.

s SALIDA: Indicar si los delimitadores estan correctamente
balanceados o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la soluciéon se requiere un formalismo que permita describir
lenguajes con estructura jerarquica y anidamiento. Los autématas finitos
y las expresiones regulares del capitulo anterior no son suficientes, pues no
pueden “contar” de forma ilimitada. Se introduce entonces el concepto de
Gramatica Libre de Contexto.

Gramaéticas Libres de Contexto (GLC)

Una gramdtica libre de contexto (GLC) es una cuddrupla
[Hopcroft et al., 20006, [Sipser, 2012]

G=(V,%,P5)
donde:

= V' es un conjunto finito no vacio de variables (o simbolos no
terminales),

= Y es un conjunto finito de simbolos terminales, con VNY =

0,

» P esun conjunto finito de producciones (o reglas) de la forma
A—a,donde AcVyae (VU

» S €V esel simbolo inicial.

Interpretacién

» Las variables (o no terminales) representan categorias sintdcticas
o estructuras intermedias. Generalmente se escriben con letras
mayusculas: A, B, S, ...

= Los simbolos terminales corresponden a los simbolos que aparecen
en las cadenas del lenguaje. Usualmente se representan con letras
minusculas o simbolos especificos: a,b, ¢, +, (...
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= Una produccién A — « indica que la variable A puede reemplazarse
por la cadena a.

» Kl proceso de generacién inicia en el simbolo inicial S y
continia aplicando producciones hasta obtener una cadena formada
unicamente por simbolos terminales.

Ejemplo 1: GLC para paréntesis balanceados
Como primer acercamiento, consideremos el subproblema mas simple:
solo paréntesis.
L ={w e {(,)}"| w tiene paréntesis balanceados}
Este lenguaje incluye cadenas como: ¢, (), (()), (), (()()), etc.
Podemos describir este lenguaje mediante la siguiente gramatica:

S — £](8)]SS

Componentes de la gramatica:

V = {S} (una sola variable)
Y ={(,)} (paréntesis de apertura y cierre)
P={S—¢e S—(9),5—SS5}

S es el simbolo inicial

Interpretacion de las producciones:

1. § — ¢: La cadena vacia tiene paréntesis balanceados

2. 8 — (5): Si w tiene paréntesis balanceados, entonces (w) también

3. 5§ = 88: 8i wy y wy tienen paréntesis balanceados, entonces wyws
también

Derivacién:

Para verificar que una cadena pertenece al lenguaje generado por una
gramatica, se utiliza un proceso llamado derivacién.
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Una derivacion es el proceso de construir una cadena reemplazando
paso a paso las variables utilizando las producciones de la gramatica.

= En cada paso se sustituye una variable por el contenido de una
de sus producciones.

» El proceso comienza con el simbolo inicial S y finaliza cuando
la cadena contiene inicamente simbolos terminales.

» Se denota con la flecha = (un paso) o =* (varios pasos).

Lenguaje generado:

Para definir formalmente el lenguaje generado por una gramatica, se
introduce el siguiente concepto:

El lenguaje generado por una gramatica (L(G)) corresponde al
conjunto de todas las cadenas formadas tinicamente por simbolos
terminales que pueden obtenerse desde el simbolo inicial mediante
derivaciones.

L(G) = {we x| S="w}

Derivemos la cadena (()()) a partir de S:

S = (9) = (55) = ((5)9) = (05) = (0(5)) = (00)

En cada paso, seleccionamos una variable y la sustituimos segin alguna
produccion:

1. S=(9): aplicamos S — (5)
2. (9) = (99): aplicamos S — SS

3. (SS) = ((5)9): aplicamos S — (S) al primer S

(
( )
4. ((9)8) = (()S): aplicamos S — &
(
( aplicamos S — ¢

()S) = (()(S)): aplicamos S — (5)
):
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Observaciones:

Cada paso de la derivacion preserva la propiedad de paréntesis
balanceados. Ademads, esta gramatica es recursiva: S aparece en el lado
derecho de las producciones S — (S) y S — S5, lo que permite generar
cadenas arbitrariamente largas.

La producciéon S — ¢ actiia como caso base: sin una producciéon no
recursiva, seria imposible eliminar todas las variables y obtener una cadena
compuesta unicamente de simbolos terminales.

Arbol de derivacién:

El proceso anterior puede representarse graficamente mediante un arbol
de derivacién (o parse tree), que muestra cémo la cadena se organiza
jerarquicamente segin las reglas de la gramatica.

Un arbol de derivacién es una representacion grafica de una
derivacion con las siguientes propiedades:

= La raiz es el simbolo inicial S

» Los nodos internos son variables (no terminales)

» Las hojas son simbolos terminales o ¢

» Cada nodo interno con etiqueta A y sus hijos representan la
aplicacion de una produccion A — «

» La concatenacion de las hojas (de izquierda a derecha) forma
la cadena derivada
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El arbol de derivacién para la cadena (())() es:

S S\S
RN

S

/
PN
(/ \)

S

(O}

Leyendo las hojas de izquierda a derecha (omitiendo €): (())()

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Del capitulo anterior se reutiliza la idea general de un autémata que
procesa una cadena simbolo a simbolo y decide si pertenece a un lenguaje.
En este caso, se puede usar una pila como estructura de memoria auxiliar

)
para “recordar” los delimitadores abiertos que atn no se han cerrado.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

GLC para delimitadores balanceados Lge)

Extendiendo la gramatica de paréntesis, la gramatica que describe el
lenguaje de delimitadores balanceados con paréntesis, corchetes y llaves

| Gaa = (LS} G, L1 G 11 P.S)

con producciones:

S—=el(S)[STI{s}]5S
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Algoritmo de validacion con pila

La estrategia de validacion es:

» Por cada simbolo de apertura ((, [, {) que leemos: apilamos el
simbolo

» Por cada simbolo de cierre (), 1, }) que leemos: verificamos que
el tope de la pila sea el simbolo de apertura correspondiente y
desapilamos (si la pila estd vacia o no coincide, rechazamos)

= Al finalizar la entrada: si la pila estd vacia, aceptamos

3.1.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Cadena: ([1){}

Lee (: apila. Pila: [ (]
Lee [: apila. Pila: [ (, []

Lee ]: tope es [, coincide. Desapila. Pila: [ (]

Lee ) : tope es (, coincide. Desapila. Pila: vacia
Lee {: apila. Pila: [{]

Lee }: tope es {, coincide. Desapila. Pila: vacia

Resultado: ACEPTADA (pila vacia al final)
b. Ejemplo 2
Cadena: ([)}

= Lee (: apila. Pila: [ (]
s Lee [:apila. Pila: [ (, []

= Lee ): tope es [, no coincide con )

Resultado: RECHAZADA (cierre no corresponde con apertura)
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c. Ejemplo 3

Cadena: ( ({)}

= Lee (:apila. Pila: [ (]
s Lee (:apila. Pila: [ (, (]

Lee {: apila. Pila: [ (, (, {]

= Lee ): tope es {, no coincide con )

Resultado: RECHAZADA (anidamiento incorrecto)

3.1.4 Codificacion

a. Implementacién para validaciéon de delimitadores

La funcién principal sigue los pasos del diseno: lee la cadena, valida los

delimitadores y muestra el resultado:

Cébdigo 3.1: Funcidén principal

1 def main() :

2 cadena = leer ("Ingrese los delimitadores: ")
3 resultado = validar_delimitadores (cadena)
4 imprimir_resultado (cadena, resultado)

Las funciones auxiliares de entrada y salida encapsulan la lectura desde

la consola y la impresién del resultado (ACEPTADA o RECHAZADA):

Cddigo 3.2: Funciones de entrada y salida

6 def leer (texto):

7 return input (texto)

8

9 def imprimir_resultado (cadena, es_valido):

10 if es_valido:
11 print (f"’ {cadena}’: ACEPTADA")
12 else:

13 print (f"’ {cadena}’: RECHAZADA")
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La funciéon de validacion implementa el algoritmo con pila: apila cada
simbolo de apertura y, al encontrar un cierre, verifica que el tope de la pila
sea la apertura correspondiente:

Cédigo 3.3: Funcién de validacién con pila

15 def validar_delimitadores (cadena) :

16 pila = []

17 pares={l)l:l(l, I]I:I[I, I}I:l{l}
18 aperturas = set (pares.values())

19 cierres = set (pares.keys())

20 for simbolo in cadena:

21 if simbolo in aperturas:

22 pila.append(simbolo)

23 elif simbolo in cierres:

24 if len(pila) == 0 or pila[-1] != pares[simbolo]:
25 return False

26 pila.pop ()

27 return len(pila) == 0

b. Algoritmo general de reconocimiento con pila

El siguiente algoritmo genérico abstrae la logica de validacion para que
pueda reutilizarse con distintos tipos de delimitadores. Recibe la cadena y
funciones auxiliares que determinan qué simbolos son de apertura, cudles
de cierre y como deben coincidir:

Cddigo 3.4: Funcidén genérica de validacidn con pila

1 def validar_con_pila(cadena, es_apertura, es_cierre, coinciden):
pila = []
for simbolo in cadena:
if es_apertura(simbolo) :
pila.append(simbolo)
elif es_cierre(simbolo) :
if not pila or not coinciden(pila[-1], simbolo):
return False
pila.pop ()
return len(pila) == 0

© 0 N O U W N

=
(=]
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3.2. Validacion de expresiones matematicas

Tras implementar la validacion de delimitadores, el equipo de DevTools
recibe una nueva solicitud: el editor debe validar que las expresiones
matematicas completas sean sintacticamente correctas. Ya no basta con
verificar que los paréntesis estén balanceados; ahora hay que comprobar
que operadores y operandos estén organizados de forma valida.

Por ejemplo, la expresion (3 + (5 * 2)) esvélida, pero3 + * 2es
incorrecta porque contiene dos operadores consecutivos sin un valor entre
ellos. De igual forma, (3 + 5 x 2)) es incorrecta por un paréntesis
sobrante. El validador con pila del problema anterior no detecta este tipo de
errores; por ello, es necesario un enfoque que analice la estructura completa
de la expresion.

3.2.1 Andlisis / Abstraccién
a. ;{Cual es el problema a resolver?

DevTools necesita extender su editor para validar la estructura sintactica
completa de expresiones matemédticas con ntimeros, operadores (+, *)
y paréntesis. El validador de delimitadores del problema anterior es
insuficiente: expresiones como 3 + x 2 pasan la validacién con pila (no
tienen delimitadores desbalanceados) pero no son expresiones validas.
Se requiere un mecanismo que verifique simultdneamente el balanceo de
paréntesis y la correcta alternancia entre operandos y operadores.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Cada expresion escrita en el editor se entrega completa al validador,
junto con la lista de componentes que el lenguaje admite:

Informacion necesaria ‘ Descripciéon
Expresion matematica El texto a verificar
Componentes validos Numeros, operadores (+, ) y paréntesis

La validez depende de la estructura completa de la expresion: los
operadores deben estar entre operandos, los paréntesis deben delimitar
subexpresiones validas, y la precedencia de operadores debe ser respetada.
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3.2.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Una cadena que representa una expresion matematica.

= PROCESAMIENTO: Verificar que la expresién tenga una
estructura sintactica valida: operandos y operadores correctamente
alternados, paréntesis balanceados y precedencia respetada.

= SALIDA: Indicar si la expresion es sintacticamente valida o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Este problema requiere dos conceptos nuevos. Primero, una gramatica
con multiples variables que capture la precedencia de operadores: la
multiplicacion debe evaluarse antes que la suma, lo que se modela usando
variables distintas para expresiones (£), términos (T') y factores (F').
Segundo, un mecanismo para convertir una gramatica en un algoritmo de
validacién, lo que lleva al estudio del orden de derivacién y al descenso
recursivo.

Ejemplo 2: GLC para expresiones aritméticas simples
Consideremos el lenguaje de expresiones aritméticas sobre identificadores
(id) con suma y multiplicacién.
Ejemplos de cadenas vélidas: id, id 4 id, id * id + id
E —- E+4+T|T

T — TxF|F
F — id|(E)

Componentes:
» V={FE, T, F} (Expresiéon, Término, Factor)

» X ={id,+,%,(,)}
» S = FE (simbolo inicial)
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Interpretacion:

» F representa una expresion completa (puede contener sumas)

T representa un término (puede contener multiplicaciones)

F representa un factor (identificador o expresién entre paréntesis)

Esta estructura refleja la precedencia de operadores: * se evaltia antes
que +

Ejemplo de derivacion:

Derivemos la cadena id + id * id:

F=F+T==T+T=F+T=1id+T
=id+T*+«F=id+FxF=1id+id*«F = id+1dx*1id

Observe como la estructura de la gramatica captura la precedencia:
la multiplicacion queda agrupada en 7', mientras que la suma conecta
expresiones E y términos 7T

Arbol de derivacién:

El arbol de derivacion para la cadena id + id * id es:

E
T
E / + T
/ \
T T " F
F F id
id id

Observacion: Este arbol refleja que la multiplicacion se evalia antes
que la suma (mayor profundidad en el 4rbol = mayor precedencia).




Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 169

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Del problema anterior se reutilizan los conceptos de gramatica libre de
contexto, derivacion y arbol de derivacion: la graméatica de expresiones se
define con la misma notacién y las derivaciones siguen el mismo proceso.
La estrategia de validacion con pila, en cambio, no es suficiente aqui: una
pila puede verificar el balanceo de paréntesis, pero no puede validar que los
operadores estén correctamente ubicados entre operandos (por ejemplo, 3
+ * 2 no tiene problemas de delimitadores pero es invélida).

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

GLC para expresiones aritméticas Lexpr

La gramatica que describe el lenguaje de expresiones aritméticas con
paréntesis, suma y multiplicacion es:

GeXpr = ({E7 T’ F}v {Zdv +, %, (’ )}7 P7 E)

con producciones:
E — E+T|T
T — TxF|F
F — id|(E)

Esta gramdtica captura tanto el balanceo de paréntesis (mediante la
produccién F' — (E)) como la precedencia de operadores: la multiplicacién
se agrupa en T antes que la suma en FE.

Orden de derivacion

En el ejemplo anterior, las derivaciones se realizaban eligiendo libremente
qué variable reemplazar en cada paso. Sin embargo, al disenar un algoritmo
de validacion, es necesario fijar un orden sistematico. Se utilizan dos formas
estandar de derivacion:

» Una derivacion izquierda reemplaza siempre el no terminal
mas a la izquierda en cada paso. Se denota =,.

= Una derivacién derecha reemplaza siempre el no terminal
mas a la derecha en cada paso. Se denota = qq,.
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Ejemplo 3: Derivaciones izquierda y derecha

Consideremos una gramatica simplificada de expresiones:

E —- E+T|T
T — id

Para la cadena id + id + 4d:

Derivaciéon izquierda:

E=, E+T
=, E+T+T
=, T+T+T
=, td+T+T
=i, 1d+id+T
=i, 1d + id + id

Derivacion derecha:

E=4: FE+T
=der B+ id
=g B+ T+ id
=der L+ 0d + id
=ger I+ id + id
=der 1d + id + id

Ambas derivaciones generan la misma cadena, pero aplican las
producciones en érdenes diferentes. En la derivacién izquierda, en cada
paso se expande la variable no terminal ubicada mas a la izquierda.

Esto tiene implicaciones importantes en la implementacion de
analizadores sintacticos. Un algoritmo basado en derivacion izquierda
intentaria aplicar la producciéon E—E~+T, produciendo nuevamente un E

al inicio de la expresion, lo que puede repetirse indefinidamente. A este
fenémeno se le conoce como recursion izquierda.
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Algoritmo de validacién por descenso recursivo

Un parser por descenso recursivo es un algoritmo que sigue una
derivacion izquierda: para cada variable, intenta aplicar sus producciones
de izquierda a derecha. Como se observo en el ejemplo anterior, la
gramatica £ — FE + T es recursiva por la izquierda, lo que causa
un ciclo infinito en este tipo de parser. Sin embargo, podemos reescribirla
de forma equivalente eliminando la recursién izquierda mediante nuevas
variables (E', T"):

E — TF

E — +TE'|e
T - FT

T — xFT|e
F — dd|(F)

La idea es transformar la recursién izquierda (EF — E 4 T') en recursion
derecha (E' — +T E’), que el parser puede manejar sin entrar en ciclo.
La produccién E' — ¢ actia como caso base, indicando que no hay maés
sumas. El mismo patrén se aplica a T'y T” para la multiplicacién.

Esta gramatica puede implementarse mediante un parser por
descenso recursivo, donde cada variable de la gramatica se representa
mediante una funciéon encargada de procesar una parte de la entrada y
llamar a las funciones asociadas a las demas variables.

3.2.3 Ejemplos de pruebas
Los siguientes ejemplos verifican si las cadenas pertenecen al lenguaje
generado por Gexpr, mostrando la derivacion y el arbol de derivacion

correspondiente. En los casos de rechazo, se muestra por qué no es posible
completar la derivacién.

a. Ejemplo 1

Cadena: 3 + (5% 2) Resultado: ACEPTADA
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Arbol de derivacién:

E/—I—\T
| PN
| T/j\F
| |
F 2

La cadena se deriva completamente desde E. El arbol muestra que la
multiplicacion 5%2 queda agrupada dentro de T, y los paréntesis se generan
mediante la produccién F' — (E).

b. Ejemplo 2

Cadena: (34 5%2)) Resultado: RECHAZADA
Arbol de derivacién:

La subcadena (3 + 5 * 2) es derivable. El arbol de derivacién para esta
parte es:
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FE

T

F
</E\>
VRN
F  + T

IR
T 7T  x F
D

El édrbol consume (3 + 5 % 2) y la derivacion se completa. Sin embargo,
queda un segundo ) en la entrada que no puede ser generado por ninguna
produccién de la gramética: no existe forma de derivar un ) suelto después
de una expresion completa. La cadena no pertenece a L(Gexpr)-

c. Ejemplo 3

Cadena: 3 4+ %2 Resultado: RECHAZADA

Intentemos construir el arbol de derivacién:

E + T
) |
F
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Después de derivar 34, el nodo T debe generar *2. Si aplicamos
T — T x I, el primer T deberia derivar alguna cadena antes del *, pero
no hay ningtin operando en esa posicién. Si aplicamos T' — F', entonces
F deberia derivar %2, pero F' solo puede producir un identificador o (E).
El arbol no se puede completar: el operador * aparece donde la gramatica
exige un operando.

3.2.4 Codificacion
a. Parser por descenso recursivo

La implementacion refleja la estructura de la gramética sin recursiéon
izquierda: cada variable (E, E', T', T", F’) se representa mediante un método
del parser.

Los métodos expresion_prima () y termino_primo ()
implementan la recursién derecha de E’' y T’ respectivamente. Cuando
encuentran el operador correspondiente, procesan el siguiente operando y
vuelven a llamarse de manera recursiva; en caso contrario, retornan True,
representando la produccion e.

Finalmente, la funcion main se encarga de leer la expresion, validarla y
mostrar el resultado obtenido.

Cédigo 3.5: Funcidén principal y E/S

1 def main() :

cadena = leer ("Ingrese la expresion: ")
resultado = validar_expresion (cadena)
imprimir_resultado (cadena, resultado)

def leer (texto):
return input (texto)

© W N U e W N

def imprimir_ resultado(cadena, es_valido):
if es_valido:
print (f"’ {cadena}’: ACEPTADA")
else:
print (f"’ {cadena}’: RECHAZADA")

e e
w N = O

Antes de invocar al parser, la funcién tokenizar recorre la cadena
caracter a caracter para separar nimeros, operadores y paréntesis.
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Cddigo 3.6: Tokenizador y funcidén de validacién

15 def tokenizar (cadena) :

16 tokens = []

17 i=0

18 while i < len(cadena) :

19 if cadenal[i] .isspace() :

20 i+=1

21 elif cadena[i].isdigit () :

22 j =1

23 while j < len(cadena) and cadena[j].isdigit () :
24 J+=1

25 tokens.append (cadena[i:j])
26 i=7

27 elif cadenal[i] in "+-%/()":

28 tokens.append (cadena[i])
29 i 4+=1

30 else:

31 return None

32 return tokens

33

34 def validar_expresion (cadena) :

35 tokens = tokenizar (cadena)

36 if tokens is None:

37 return False

38 parser = Parser (tokens)

39 return parser.expresion() and parser.fin()

A continuacién, las cinco funciones del parser, una por produccién,
intentan reconocer la estructura esperada y retornan True cuando lo
logran.
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Cébdigo 3.7: Clase Parser ——— descenso recursivo

41 class Parser:

42 def _ init_ (self, tokens):

43 self.tokens = tokens

44 self.pos = 0

45

46 def actual (self) :

47 if self.pos < len(self.tokens):
48 return self.tokens[self.pos]
49 return None

50

51 def consumir (self, esperado):

52 if self.actual() == esperado:
53 self.pos += 1

54 return True

55 return False

56

57 def fin(self):

58 return self.pos == len(self.tokens)
59

60 # E -> T E’

61 def expresion(self):

62 if not self.termino():

63 return False

64 return self.expresion_prima ()
65

66 # E/ —> + T E’ | epsilon

67 def expresion_prima (self):

68 if self.actual() == "+":

69 self.pos += 1

70 if not self.termino():

71 return False

72 return self.expresion_prima ()
73 return True

74

{75 # T -> F T’

76 def termino (self):

7 if not self.factor():

78 return False

79 return self.termino_primo ()

80

81 # T’ -> % F T’ | epsilon

82 def termino_primo (self) :

83 if self.actual() == "«’:

84 self.pos += 1

85 if not self.factor():

86 return False

87 return self.termino_primo ()
88 return True

89

90 # F -> 1id | ( E )

91 def factor (self):

92 if self.actual() == " (':

93 self.pos += 1

94 if not self.expresion():

95 return False

96 return self.consumir(’)’)
97 elif self.actual() and self.actual() [0].isdigit () :
98 self.pos += 1

99 return True

100 return False
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3.3. Validacion de JSON

La empresa Datalink, dedicada al desarrollo de servicios web, esta
construyendo una API REST que recibe documentos JSON [Bray, 2017] de
multiples clientes. Antes de procesar los datos, el sistema debe validar que
la estructura del JSON sea sintacticamente correcta: objetos con llaves
balanceadas, arrays con corchetes, pares clave-valor separados por dos
puntos, y elementos separados por comas.

El equipo necesita especificar formalmente la sintaxis de JSON para
construir el validador.

3.3.1 Anadlisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

DataLink necesita un mecanismo formal para especificar la sintaxis
completa de documentos JSON y verificar automéaticamente que un
documento dado es sintacticamente correcto. Los documentos JSON tienen
estructura recursiva: un valor puede ser un objeto que contiene otros
valores, incluyendo otros objetos y arrays.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Para construir el validador hace falta tanto el documento concreto que
llega a la API como el conjunto de construcciones que define la sintaxis

JSON:

Informacion necesaria ‘ Descripcion

Documento JSON El texto a verificar

Estructura de JSON Objetos, arrays, pares clave-valor, valores
primitivos
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3.3.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Un texto que representa un documento JSON.

= PROCESAMIENTO: Verificar que el documento cumple con las
reglas sintacticas de JSON: objetos, arrays, pares clave-valor y valores
primitivos correctamente formados y anidados.

s SALIDA: Indicar si el documento es sintacticamente valido o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Las gramaticas libres de contexto permiten describir estructuras
complejas, pero su notacién formal puede volverse extensa y dificil de leer
en ejemplos grandes. Por esta razon, suelen utilizarse formas més practicas
de representacion, como BNF' y su extension EBNF'.

Notacion BNF (Backus-Naur Form)

La Backus-Naur Form (BNF) es una notaciéon formal utilizada para
describir graméticas libres de contexto [Backus et al., 1960], especialmente
en la definicion de lenguajes de programacién. Su principal objetivo es
representar las producciones gramaticales de una manera mas clara y
legible.

( “

En la notaciéon BNF estandar:
» Los no terminales se escriben entre angulos: (expresion),
(término)
» Los terminales se escriben exactamente como aparecen: +, *,
id, if
= El simbolo ::= se usa en lugar de — para indicar producciones
» El simbolo | indica alternativas (o)

= Las producciones multiples para un mismo no terminal se
pueden combinar
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Ejemplo 4: Expresiones aritméticas en BNF y EBNF

La gramatica de expresiones aritméticas se puede escribir en BNF como:

<expresidn> ::= <expresidn> + <término> | <término>
<término> = <término> * <factor> | <factor>
<factor> ::= 1d | ( <expresidn> )

Esto es equivalente a la GLC:

E — E+T|T
T — TxF|F
F — id|(F)

Hay una correspondencia directa entre las producciones en BNF y las
reglas de la gramatica libre de contexto, pero BNF es mas legible para
describir lenguajes complejos.

Noétese que esta gramdtica usa recursién para expresar repeticion:
<expresidn> ::= <expresidén> + <término> permite encadenar
sumas, pero la recursion hace la gramatica verbosa. Para estos casos existe
una extension mas concisa.

Extensiones de BNF: EBNF
La Extended BNF (EBNF), formalizada por Niklaus Wirth

[Wirth, 1977], introduce operadores adicionales para mayor expresividad:

» Opcionalidad [a]: el elemento « es opcional (0 o 1 vez)
» Repeticién {a}: el elemento « se repite 0 o mas veces

» Agrupacién («): agrupa elementos

Equivalencia entre notaciones

Concepto BNF EBNF
Opcional Az=DB|e A = [B]
Repeticién (0+) | A== BA | e A:={B}
Repeticién (14) | A= B | AB A = B{B}
Alternativas A:=B|C|D|A:=B|C|D
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Nota importante: Aunque EBNF es mas concisa, cualquier gramatica
en EBNF puede ser convertida a una gramatica BNF estandar (y por tanto,
a una GLC formal).

Con EBNF, la gramatica de expresiones aritméticas se reescribe
eliminando la recursién explicita:

<expresidén> ::= <término> { "+" <término> }
<término> 1= <factor> { "+" <factor> }
<factor> c:=1d | "(" <expresidén> ")"

El operador {} captura directamente el patron de repeticién que en BNF
requeria producciones recursivas. Ambas gramaticas generan el mismo
lenguaje.

Hasta ahora se ha usado BNF para describir expresiones aritméticas.
Sin embargo, esta notacién puede describir la sintaxis de formatos muy
diferentes. Antes de aplicarla a JSON, veamos como se usa para especificar
archivos de configuracion, un formato que también se basa en pares clave-
valor y bloques anidados.

Ejemplo 5: Parser para configuraciéon

Se desea disenar un lenguaje simple para archivos de configuracion
que soporte asignaciones, bloques y comentarios. La representacion de su
gramatica en EBNF es:

<config> ::= { <elemento> }

<elemento> ::= <asignacion> | <seccion> | <comentario>
<asignacion> ::= <id> "=" <valor>

<seccion> ::= <id> "{" <config> "}"

<valor> ::= <numero> | <cadena> | <id>

<comentario> ::= "#" <texto> <nuevalinea>
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Ejemplo de derivacion:

Para el archivo de configuracion:

servidor {
puerto = 8080

Se tiene la siguiente derivacion:

<config>

::= { <elemento> }
= <elemento>
= <seccion>

1= <id> "{" <config> "}"

::= servidor "{" <config> "}"

::= servidor "{" { <elemento> } "}"
= servidor "{" <elemento> "}"
= servidor "{" <asignacion> "}"

= servidor "{" <id> "=" <valor> "}"
::= servidor "{" puerto "=" <numero> "}"
::= servidor "{" puerto "=" 8080 "}"

La similitud estructural con JSON es notable: ambos formatos usan
pares clave-valor y permiten anidamiento. La gramatica BNF para JSON

seguird un patrén similar, como se vera en el diseno de la solucion.

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

De los problemas anteriores se reutilizan los conceptos de gramatica libre

de contexto, derivacién y arbol de derivacion.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

Gramatica BNF para JSON

La sintaxis de JSON puede especificarse mediante la siguiente gramatica

en BNF:
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<json> ::= <objeto> | <array> | <valor>

<objeto> ::= "{" <pares> "}" | "{"m mn

<pares> ::= <par> | <par> "," <pares>

<par> ::= <cadena> ":" <json>

<array> ::= "[" <elementos> "]" | "["™ "]"
<elementos> ::= <json> | <json> "," <elementos>
<valor> ::= <numero> | <cadena> | "true" | "false"

Ejemplo de derivacion:

Para el JSON: {"x": [1, 2]}

<json>

<objeto>
"{ll <pares> "}"
A { " <par> " } A

.e

:= "{" <cadena> ":" <json> "}"

= "{" "X" ":" <array> "}"

t= "{m owxm . Wn <elementos> "]" "i"

p= "morx" o remowir o <9gson> ", " <elementos> "]" "M
= "{m o orx" """ <pnumero> "," <json> "]" "}"

r= "My owxmw o wemowpw o 1" " Znumero> "]1" "j"

p= M o o rew oW pow onmp mypw myn

"null"

Esta especificacion formal documenta la sintaxis esperada, sirve de base
para construir validadores que verifiquen la estructura y permite generar

parsers automaticamente con herramientas como ANTLR.

3.3.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Documento: {"nombre": "Ana"}

Derivacion paso a paso:
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<json> ::= <objeto> ::= "{" <pares> "}"
= "{" <par> "}" ::= "{" <cadena> ":" <json> "}"
ti= "{" "nombre" ":" <valor> "}"
"{" "nombre" ":" <cadena> "}"
::= "{" "nombre" ":" "Ana" "}"

Resultado: ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Documento: {"a": [1, {"b": 2}]}

Derivacion paso a paso:

<json> ::= <objeto> ::= "{" <pares> "}"

= "{" <par> "}" ::= "{" <cadena> ":" <json> "}"
"™ o"a" ":" <array> "}"

= "{" "a" """ "[" <elementos> "]" "}

c= "{morg" o mem """ <json> ", " <elementos> "]" "}
{roma" "™ [ 10", " <json> "]" "i"
{mora" e "™ 1", " <objeto> "]" "}"

= " { " "a" n : n " [" l " , n n { n "b" n : n 2 n } " n ] " n } "

Resultado: ACEPTADA (anidamiento de objetos dentro de arrays).

c. Ejemplo 3

Documento: {"nombre": "Ana", }

Intento de derivacién:

<json> ::= <objeto> ::= "{" <pares> "}"
ci= "{" <par> "," <pares> "}"
::= "{" <cadena> ":" <valor> "," <pares> "}"
::= "{" "nombre" ":" "Ana" "," <pares> "}"
::= "{" "nombre" ":" "Apna" "," ?2? "}"

Después de la coma, la gramatica espera un <par>, es decir, una cadena
seguida de " : " y un valor. Sin embargo, se encuentra directamente el cierre
}. Ninguna regla de produccién permite derivar un par vacio, por lo que
la derivacion falla.

Resultado: RECHAZADA (coma final sin par clave-valor).
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3.3.4 Codificacion
a. Implementacion en Python

La validacién de JSON se implementa mediante un parser recursivo
descendente, donde cada regla de la graméatica BNF se traduce en una
funcion del parser. La clase ParserJSON sigue esta correspondencia: cada
método (parsear_valor, parsear_objeto, parsear_array, etc.)
corresponde a un no terminal de la graméatica.

main recibe el documento, instancia el parser e informa el resultado del
analisis.

Cddigo 3.8: Funcidén principal

1 def main() :
texto = leer ("Ingrese JSON: ")

3 parser = ParserJSON (texto)
4 resultado = parser.parsear ()
5 imprimir_resultado (texto, resultado)

Como en los ejercicios anteriores, dos funciones auxiliares concentran la
interaccién con la consola: lectura del texto JSON e impresion del fallo o
aceptacion.

Cddigo 3.9: Funciones de entrada y salida

7 def leer (texto):

8 return input (texto)

9

10 def imprimir_resultado (texto, es_valido):

11 if es_valido:

12 print (f"’ {texto}’: ACEPTADA (JSON valido)")

13 else:

14 print (f"’ {texto}’: RECHAZADA (JSON invalido)")

La clase ParserJSON comienza con su infraestructura bésica:
saltar_espacios ignora caracteres en blanco, caracter_actual
consulta el siguiente caracter significativo y consumir verifica y avanza
sobre un caracter esperado.
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Cébdigo 3.10: Clase ParserJSON: infraestructura

16 class ParserJSON:

17 def _ init_ (self, texto):

18 self.texto = texto

19 self.pos = 0

20

21 def saltar_espacios(self):

22 while self.pos < len(self.texto) and self.texto[self.pos] in ' \t\n
\r’:

23 self.pos += 1

24

25 def caracter_actual (self):

26 self.saltar_espacios ()

27 if self.pos < len(self.texto):

28 return self.texto[self.pos]

29 return None

30

31 def consumir (self, esperado):

32 self.saltar_espacios ()

33 if self.pos < len(self.texto) and self.texto[self.pos] == esperado:

34 self.pos += 1

35 return True

36 return False

El método parsear inicia el andlisis y comprueba que se consuma
toda la entrada; parsear_valor actiia como despachador, delegando
a la funcién adecuada (objeto, array, cadena, ntiimero o literal) segun el
caracter actual.
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Cddigo 3.11: Clase ParserJSON: parsear y parsear valor

38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

def

def

parsear (self) :

resultado = self.parsear_valor ()
self.saltar_espacios ()

return resultado and self.pos ==

parsear_valor (self) :
c = self.caracter_actual ()
if ¢ == 7{’:

return self.parsear_objeto ()
elif c == "[’:

return self.parsear_array ()
elif ¢ == """

return self.parsear_cadena()

len (self.texto)

elif c is not None and (c.isdigit() or c == "-'"):

return self.parsear_numero ()

elif self.texto[self.pos:self.pos+4] == "true’:

self.pos += 4
return True

elif self.texto[self.pos:self.pos+5] == ’false’:

self.pos += 5
return True

elif self.texto[self.pos:self.pos+4] == "null’:

self.pos += 4
return True
return False

Para las estructuras compuestas hay dos métodos: uno reconoce objetos
como secuencias de pares clave-valor separados por comas, y otro hace lo
analogo con arrays.
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Cddigo 3.12: Clase ParserJSON: objetos y arrays

64 def parsear_objeto(self):

65 if not self.consumir (' {’):

66 return False

67 if self.caracter_actual() == "}":
68 self.pos += 1

69 return True

70 if not self.parsear_par|():

71 return False

72 while self.consumir(’,’):

73 if not self.parsear_par():
74 return False

75 return self.consumir(’}’)

76

7 def parsear_par (self):

78 if not self.parsear_cadena():
79 return False

80 if not self.consumir(’:’):

81 return False

82 return self.parsear_valor ()

83

84 def parsear_array (self):

85 if not self.consumir(’[’):

86 return False

87 if self.caracter_actual() == "]’:
88 self.pos += 1

89 return True

90 if not self.parsear_valor():
91 return False

92 while self.consumir(’,’):

93 if not self.parsear_valor():
94 return False

95 return self.consumir(’]’)

Por dltimo, los valores primitivos quedan a cargo de dos métodos
especializados: cadenas con comillas y caracteres escapados, y ntimeros
con signo opcional.
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Cddigo 3.13: Clase ParserJSON: cadenas y numeros

97 def parsear_cadena(self):

98 if not self.consumir(’"’):

99 return False

100 while self.pos < len(self.texto) and self.texto[self.pos] != ""’:

101 if self.texto[self.pos] == "\\’:

102 self.pos += 1

103 self.pos += 1

104 return self.consumir(’"’)

105

106 def parsear_numero (self):

107 inicio = self.pos

108 if self.pos < len(self.texto) and self.texto[self.pos] == ’"-':

109 self.pos += 1

110 if self.pos >= len(self.texto) or not self.texto[self.pos].isdigit
():

111 return False

112 while self.pos < len(self.texto) and self.texto[self.pos].isdigit ()

113 self.pos += 1

114 return self.pos > inicio
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3.4. Diseno de un mini-lenguaje

La startup EduCode estd desarrollando un mini-lenguaje imperativo
para ensenar programaciéon a estudiantes de secundaria. El lenguaje
debe soportar declaraciones de variables, asignaciones, ciclos while,
condicionales if-else y expresiones aritméticas. El equipo necesita
construir un analizador sintactico (parser) que verifique que los
programas escritos por los estudiantes tengan una estructura sintéctica
correcta antes de intentar ejecutarlos.

A diferencia de los validadores vistos en las secciones anteriores
(delimitadores, expresiones, JSON), este problema involucra miltiples
tipos de sentencias y estructuras de control anidadas, lo que abre
dos preguntas: jcémo especificar formalmente todas las construcciones
del lenguaje? ;Qué ocurre cuando una especificacion permite multiples
interpretaciones de la misma entrada?

3.4.1 Andlisis / Abstraccién
a. ;Cuadl es el problema a resolver?

EduCode necesita un analizador sintactico que reciba un programa
escrito en el mini-lenguaje y determine si su estructura es valida.
El analizador debe verificar que las declaraciones, asignaciones, ciclos
y condicionales estén correctamente formados y anidados, rechazando
programas con errores sintacticos antes de que se intenten ejecutar.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

El analizador necesita tres referencias: el programa que escribe el
estudiante, las construcciones que el mini-lenguaje permite y los elementos
basicos sobre los que esas construcciones se forman:

Informacion necesaria Descripcion

Codigo fuente del programa | El texto a verificar

Construcciones del lenguaje | Declaraciones, asignaciones, ciclos,
condicionales

Elementos bésicos Variables, nameros, operadores,
delimitadores
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Un programa valido del mini-lenguaje es una secuencia de sentencias,
donde cada sentencia puede ser una declaracion (var x; ), una asignacion
(x = 5;),unciclo (while (...) {...})ouncondicional (1f (...)

{...} else {...}).

3.4.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: El cédigo fuente de un programa en el mini-lenguaje.
» PROCESAMIENTO: Verificar que el programa tenga una

estructura sintactica valida: declaraciones, asignaciones, ciclos y
condicionales correctamente formados y anidados.

» SALIDA: Indicar si el programa es sintacticamente valido o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

El diseno requiere conocer los tipos de analizadores sintacticos
disponibles, el problema de la ambigiiedad gramatical y la forma en que
las gramaticas libres de contexto permiten definir la sintaxis de dominios
muy diversos.

Tipos de parsers

En la seccién anterior se implement6é un parser recursivo descendente
para validar JSON, uno de varios tipos de analizadores sintacticos
disponibles. Los parsers descendentes (top-down) parten del simbolo
inicial y expanden producciones hacia las hojas; los recursivos descendentes
y los LL(k) son los ejemplos mas comunes y los més faciles de
implementar manualmente. Los parsers ascendentes (bottom-up)
recorren el camino inverso: parten de los terminales y reducen hacia
el simbolo inicial. A esta familia pertenecen los LR(k) [Knuth, 1965],
LALR y SLR wusados por compiladores profesionales como Yacc y
Bison [Johnson, 1975]. Finalmente, los parsers universales como CYK
[Kasami, 1966, [Younger, 1967] y Earley [Earley, 1970] aceptan cualquier
gramatica libre de contexto pero resultan menos eficientes para gramaticas
comunes.

En este problema se utilizard nuevamente un parser recursivo




Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 191

descendente, ya que cada regla de la gramatica se traduce directamente
en una funcién del programa.

El mini-lenguaje de EduCode debe combinar varias construcciones:
declaraciones, asignaciones, estructuras de control y expresiones. Para
apreciar cémo una gramatica puede mezclar texto con estructuras de
control anidadas, consideremos primero un dominio donde esto es central:
los lenguajes de plantillas.

Ejemplo 6: Plantillas/Templates

Los lenguajes de plantillas (como Mustache, Jinja2, Handlebars)
permiten generar HTML dinamico mezclando texto estatico con variables
y estructuras de control:

<template> ::= { <elem> }

<elem> ::= <texto> | <variable> | <bucle>
<variable> ::= "{{" <id> "}}"

<bucle> ::= "{% for" <id> "in" <id> "%}"

{ <elem> }
"{% endfor %"

Ejemplo de derivacién:

Para la plantilla <h1>{{ titulo }}</hl>:

<template>
r:= { <elem> }
1= <elem> <elem> <elem>
= <texto> <elem> <elem>

"<hl>" <elem> <elem>

::= "<hl>" <variable> <elem>

ti= "<hl>" "{{" <id> "}}" <elem>
"chl>" "{{" titulo "}}" <elem>

: "<hl>" "{{" titulo "}}" <texto>

= "<hl>" n {{" tltUlO "}}" "</hl>"
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Este ejemplo ilustra un patron que aparecerda en el mini-lenguaje: la
gramdtica mezcla elementos de distinto tipo (texto, variables, bucles)
y permite anidamiento mediante repeticién ({(elem)}). De manera
similar, el mini-lenguaje necesitara combinar declaraciones, asignaciones y
estructuras de control dentro de bloques anidados. Sin embargo, al disenar
gramaticas con muiltiples alternativas y anidamiento, surge un problema
importante: la ambigiiedad.

Ambigiiedad

El disefio de la gramatica del mini-lenguaje debe garantizar que cada
programa tenga una tunica interpretacion posible.

Una gramatica es ambigua [Aho et al., 2006] si existe al menos
una cadena en L(G) que tiene dos o mas arboles de derivacion
distintos (o equivalentemente, dos derivaciones izquierdas distintas,
o dos derivaciones derechas distintas).

Un lenguaje es inherentemente ambiguo si toda graméatica que
lo genera es ambigua. La existencia de lenguajes inherentemente
ambiguos fue demostrada por Parikh [Parikh, 1966].

Ejemplo 7: Gramatica ambigua para expresiones

Consideremos una gramatica simple para expresiones:

E—E+E|ExE|id

La cadena id + id * id tiene dos arboles de derivacion:
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Arbol 1: Suma primero

Este arbol representa (id + id) * id

Arbol 2: Multiplicacién primero

Este drbol representa id + (id * id)

Estos dos arboles representan diferentes interpretaciones seméanticas. La
gramatica es ambigua.
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Ejemplo 8: Problema del if-then-else colgante

Una de las ambigiiedades més conocidas en lenguajes de programacion:

<sentencia> ::= 1f <condicidn> then <sentencia>
| if <condicidén> then <sentencia> else <sentencia>
| otra-sentencia

Consideremos la cadena:
if ¢l then if c2 then sl else s2

Esta cadena tiene dos interpretaciones:

Interpretaciéon 1: El else se asocia con el segundo if
if ¢l then (if c2 then sl else s2)

Interpretacion 2: El else se asocia con el primer if
if ¢l then (if c2 then sl) else s2

Solucién: La mayoria de lenguajes resuelven esto con la regla: “el else
se asocia con el if mas cercano”. En nuestro mini-lenguaje evitamos este
problema al requerir llaves obligatorias en los bloques: if (...) {...}
else {...}.

Estrategias para eliminar ambigiiedad

1. Reescribir la gramatica: Usar niveles de precedencia (como la
gramatica E - E+T |T, T - T*F | F, F —id| (FE))

2. Introducir nuevas variables: Distinguir casos (sentencias cerradas
vs abiertas)

3. Requerir delimitadores explicitos: Usar llaves obligatorias para
bloques (como en nuestro mini-lenguaje)

4. Reglas de desambiguacion externas: Especificar precedencia y
asociatividad fuera de la gramética (usado en herramientas como
Yacc/Bison)
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

De las secciones anteriores se reutilizan varios elementos:

» La técnica de parser recursivo descendente (seccién 2), donde
cada no terminal de la graméatica se implementa como una funcién.

= La gramatica para expresiones aritméticas con niveles de
precedencia, que se incorpora directamente como parte de las
expresiones del mini-lenguaje.

» La tokenizacion de la entrada antes del andlisis sintactico.

= Las notaciones BNF y EBNF para especificar formalmente la

gramatica.

d. ;Cual es el diseno de la solucién?

Gramatica completa del mini-lenguaje

La gramatica del mini-lenguaje en notacion EBNF combina todas las
construcciones necesarias: declaraciones, asignaciones, ciclos, condicionales
y expresiones con precedencia de operadores.

<programa>

<sentencia>

<declaracion>

<asignacion>

<while>

<if>

<bloque>

<condicion>

{ <sentencia> }

<declaracion> | <asignacion>
| <while> | <if>

"Var" <id> ";"

<id> "=" <expresion> ";"
"while" " (" <condicion> ")" <bloque>
"if" "(" <condicion> ")" <bloqgque>

[ "else" <bloqgque> ]

"{" { <sentencia> } "}"

<expresion> <op-rel> <expresion>
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<op-rel> ce= "S> | == | M=

<expresion> ::= <termino> { ("+" | "-") <termino> }
<termino> ::= <factor> { ("x" | "/") <factor> }
<factor> ::= <id> | <numero> | " (" <expresion> ")"

Observaciones sobre el diseno:

El uso de llaves obligatorias en <bloque> evita la ambigiiedad del
if-else colgante.

La precedencia de operadores se refleja
en la jerarquia <expresion> — <termino> — <factor>: la
multiplicacién y divisién (en <termino>) se evaliian antes que la
suma y resta (en <expresion>).

El else esopcional (["else" (bloque)]), permitiendo condicionales
con o sin rama alternativa.

Un <programa> es una repeticién de sentencias ({(sentencia)}), lo
que permite programas de cualquier longitud.

El parser por descenso recursivo organiza el analisis mediante una
funcién asociada a cada no terminal de la gramatica: programa (),

sentencia (), declaracion (), asignacion (), sent_while(),
sent_if (), bloque (), condicion (), expresion (), termino ()
y factor ().

Ejemplo de derivacion:

Para el programa:

Se tiene la siguiente derivacion parcial:
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<programa>

. .
ee  se ss ee ee s e

.
.o

{ <sentencia> }

<sentencia> <sentencia> <sentencia>

<declaracion> <sentencia> <sentencia>

"var" <id> ";" <sentencia> <sentencia>
"var" x ";" <asignacion> <sentencia>

= "var" x ";" <id> "=" <expresion> ";" <sentencia>
— "Var" X "; A X n_mn 5 "; " <Sel’1tenCla>
= "var" x ";" x "=" 5 ";" <yhile>
— "Var" x "; n X n_mn 5 "; "

"while" " (" <condicion> ")" <bloque>
= "var" x ";" x "=" 5 ";"

"while"™ " (" x ">" 0 ")" "{" <sentencia> "}"
= "yvar" x ";" x "=" 5 ;"0

"while" " (" x ">" 0 ")" "{" <asignacion> "}"
= "yar" x ";" x "=" 5 ;"

"while" " (" x ">" 0 ")"

"{" x "=" <expresion> ";" "}"
— "Var" x "; n X n_mn 5 "; "

"while™ "(" x ">" 0 ")"

n { L X n_nmn x w_mn 1 ",. " n } "

3.4.3 Ejemplos de pruebas

a. Ejemplo 1

Programa:

var

Xx; x = 10;

TokenS: ["Var", "X", "’.", "X", ":", "10"’ ";"]

programa () llama a sentencia(): detecta "var" —
declaracion ()

declaracion (): consume "var", "x", ";" — valido
sentencia (): detecta identificador "x" — asignacion ()

asignacion (): consume "x", "=" llama a expresion () —
termino () — factor () — consume "10", luego "; " — valido

No quedan tokens

Resultado: ACEPTADA
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b. Ejemplo 2
Programa:
var i; 1 = 0; while (i < 5) { i =1 + 1; }
» declaracion (): consume var i ; — valido
= asignacion(): consume i = 0 ; — valido
» sent_while(): consume while (, llama a condicion ()
= condicion(): expresion () — i, operador <, expresion ()

— 5, consume )

» bloqgue (): consume {, dentro: asignacion () consume i = i +
1 ;, consume }

= No quedan tokens

Resultado: ACEPTADA

c. Ejemplo 3

Programa con error sintactico:

var xX; x = ;
Tokens: ["Var", "X", "; "’ "X", "="’ ";"]
» declaracion (): consume var x ; — valido
= asignacion(): consume x, =, llama a expresion() —

termino () — factor (): el token actual es "; ", que no es un
numero, identificador ni paréntesis

= Error: falta una expresion después de =

Resultado: RECHAZADA
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d. Ejemplo 4
Programa con condicional:
var x; x = 10; 1f (x > 5) { x = 1; } else { x = 0; }

» declaracion (): consume var x ; — valido

» asignacion(): consume x = 10 ; — valido

m sent_if():consume if (, condicion(): x > 5, consume )
» Primer bloque (): { x = 1 ; } — valido

» Detecta else, segundo bloque (): { x = 0 ; } — valido

= No quedan tokens

Resultado: ACEPTADA

3.4.4 Codificacion
a. Implementacion del analizador sintactico
La implementacion del parser para el mini-lenguaje imperativo refleja la

gramatica: cada no terminal corresponde a un método de la clase Parser.
La funcién principal y la lectura del programa fuente abren el flujo.

Cobdigo 3.14: Funcidn principal y entrada/salida

1 def main():

2 programa = leer ("Ingrese el programa: ")
3 resultado = validar_programa (programa)

4 imprimir_resultado (programa, resultado)
5

6 def leer (texto):

7 return input (texto)

8

9 def imprimir_ resultado (programa, es_valido):
10 if es_valido:

11 print ("ACEPTADA")

12 else:

13 print ("RECHAZADA")

Antes de analizar sintdcticamente, la tokenizacién recorre el texto
caracter a caracter para identificar palabras clave, identificadores, niimeros,
operadores de dos caracteres (==, !=) y simbolos individuales.
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Cébdigo 3.15: Tokenizacidén y validacidn

15 def tokenizar (texto):

16 tokens = []

17 i=20

18 while i < len(texto):

19 if texto[i].isspace():

20 i +=1

21 elif texto[i].isalphal():

22 =1

23 while j < len(texto) and (texto[j].isalnum() or texto[j] == '_’
) 8

24 Jo+=1

25 tokens.append (texto[i:]])

26 i=73

27 elif texto[i].isdigit () :

28 =1

29 while j < len(texto) and texto[j].isdigit () :

30 jo+=1

31 tokens.append (texto[i:]])

32 i=3

33 elif i + 1 < len(texto) and texto[i:1i+2] in ("==", "!="):

34 tokens.append (texto[i:1+2])

35 i += 2

36 elif texto[i] din "+-x/() {}=;<>":

37 tokens.append (texto[i])

38 i +=1

39 else:

40 return None

41 return tokens

42

43 def validar_programa (texto) :

44 tokens = tokenizar (texto)

45 if tokens is None:

46 return False

47 parser = Parser (tokens)

48 return parser.programa () and parser.fin()

La clase Parser comienza definiendo las operaciones basicas necesarias
para procesar los tokens. Los métodos actual (), consumir (), fin (),
es_numero () yes_id () permiten consultar y avanzar sobre la secuencia
de entrada.
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Cébdigo 3.16: Clase Parser: infraestructura

50 class Parser:

51 def _ init_ (self, tokens):

52 self.tokens = tokens

53 self.pos = 0

54

55 def actual (self):

56 if self.pos < len(self.tokens):

57 return self.tokens[self.pos]

58 return None

59

60 def consumir (self, esperado):

61 if self.actual() == esperado:

62 self.pos += 1

63 return True

64 return False

65

66 def fin(self):

67 return self.pos == len(self.tokens)

68

69 def es_numero (self, token):

70 return token is not None and token[0].isdigit ()
71

72 def es_id(self, token):

73 return (token is not None and token[0].isalpha/()
74 and token not in ("var", "while", "if", "else"))

En el nivel superior de la gramatica, programa () y sentencia ()
seleccionan la funciéon adecuada segtn la palabra clave encontrada.
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Cddigo 3.17: Clase Parser: programa y sentencias

76 # <programa> ::= { <sentencia> }

7 def programa (self) :

78 while self.actual() is not None:
79 if not self.sentencial():

80 return False

81 return True

82

83 # <sentencia> ::= <declaracion> | <while> | <if> | <asignacion>
84 def sentencia(self):

85 if self.actual() == "var":

86 return self.declaracion ()

87 elif self.actual() == "while":

88 return self.sent_while ()

89 elif self.actual() == "if":

90 return self.sent_if ()

91 elif self.es_id(self.actual()):
92 return self.asignacion ()

93 return False

94

95 # <declaracion> ::= "var" <id> ";"

96 def declaracion(self):

97 if not self.consumir ("var"):

98 return False

99 if not self.es_id(self.actual()):
100 return False

101 self.pos += 1

102 return self.consumir(";")

103

104 # <asignacion> ::= <id> "=" <expresion> ";"
105 def asignacion(self):

106 if not self.es_id(self.actual()):
107 return False

108 self.pos += 1

109 if not self.consumir ("="):

110 return False

111 if not self.expresion():

112 return False

113 return self.consumir(";")

Las sentencias compuestas con anidamiento corresponden a tres
métodos: sent _while, sent_if y bloque.
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Cébdigo 3.18: Clase Parser: estructuras de control

115 # <while> ::= "while" " (" <condicion> ")" <bloque>
116 def sent_while (self):

117 if not self.consumir ("while"):

118 return False

119 if not self.consumir (" ("):

120 return False

121 if not self.condicion():

122 return False

123 if not self.consumir(")"):

124 return False

125 return self.bloque ()

126

127 # <if> ::= "if" " (" <condicion> ")" <bloque> ["else" <bloque>]
128 def sent_if (self):

129 if not self.consumir ("if"):

130 return False

131 if not self.consumir (" ("):

132 return False

133 if not self.condicion() :

134 return False

135 if not self.consumir(")"):

136 return False

137 if not self.bloque() :

138 return False

139 if self.actual() == "else":

140 self.pos += 1

141 if not self.bloque() :

142 return False

143 return True

144

145 # <blogque> ::= "{" { <sentencia> } "}"
146 def bloque (self):

147 if not self.consumir("{"):

148 return False

149 while self.actual() is not None and self.actual() != "}":
150 if not self.sentencial():

151 return False

152 return self.consumir("}")

Por tultimo, condiciones y expresiones aritméticas se implementan con
la jerarquia expresion — termino — factor, que codifica la
precedencia de operadores en la estructura misma del codigo.
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Cddigo 3.19: Clase Parser: condiciones y expresiones

154 # <condicion> ::= <expresion> <op-rel> <expresion>
155 def condicion(self) :

156 if not self.expresion():

157 return False

158 if self.actual() in (">", "<", "==", 6 "i=").
159 self.pos += 1

160 return self.expresion ()

161 return False

162

163 # <expresion> ::= <termino> { ("+" | "-") <termino> }
164 def expresion(self):

165 if not self.termino():

166 return False

167 while self.actual() in ("+", "-"):

168 self.pos += 1

169 if not self.termino() :

170 return False

171 return True

172

173 # <termino> ::= <factor> { ("*" | "/") <factor> }
174 def termino (self):

175 if not self.factor():

176 return False

177 while self.actual() in ("*", "/"):

178 self.pos += 1

179 if not self.factor():

180 return False

181 return True

182

183 # <factor> ::= <id> | <numero> | " (" <expresion> ")"
184 def factor(self):

185 if self.actual() == " (":

186 self.pos += 1

187 if not self.expresion():

188 return False

189 return self.consumir(")")

190 elif self.es_numero(self.actual()):

191 self.pos += 1

192 return True

193 elif self.es_id(self.actual()):

194 self.pos += 1

195 return True

196 return False
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3.5. Analisis y optimizaciéon de gramaticas

La empresa CompilerTech esta desarrollando un sistema de optimizacion
de parsers. El equipo ha notado que ciertas gramaticas, aunque correctas,
tienen producciones con formatos muy variados (producciones vacias,
unitarias, mixtas, de longitud arbitraria), lo que dificulta aplicar algoritmos
de analisis eficientes. Se necesita un procedimiento que transforme
cualquier gramatica a una forma restringida y uniforme, sin cambiar el
lenguaje que genera.

3.5.1 Andlisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

CompilerTech necesita un procedimiento algoritmico para convertir
cualquier gramatica libre de contexto a Forma Normal de Chomsky;,
preservando el lenguaje generado.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

El procedimiento toma una gramatica de partida y un conjunto de
restricciones que la gramatica resultante debe cumplir:

Informacion necesaria | Descripcion

Gramatica original Las wvariables, terminales y reglas de
produccion

Formato deseado Restricciones que debe cumplir la gramatica
resultante

3.5.2 Disefio / Descomposicién

a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?

» ENTRADA: Una gramatica libre de contexto G.

= PROCESAMIENTO: Transformar la gramética a una forma
restringida y uniforme, eliminando producciones problematicas y
estandarizando el formato de todas las reglas.
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» SALIDA: Una gramatica equivalente G’ en forma estandarizada que
genera el mismo lenguaje.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

El disefio requiere la Forma Normal de Chomsky y el procedimiento
algoritmico que convierte cualquier gramatica a esa forma.

Forma Normal de Chomsky (FNC)

Las formas mnormales son restricciones sintacticas sobre las
producciones de una gramatica que simplifican el analisis tedrico y practico
sin reducir el poder expresivo.

Una gramatica estd en Forma Normal
de Chomsky [Chomsky, 1959, Hopcroft et al., 2006] si todas sus
producciones tienen una de las siguientes formas:

» A — BC (dos variables)
» A — a (un terminal)

» S — ¢ (solosice € L(G), y S no aparece en el lado derecho de
ninguna produccién)

donde A, B,C € V,a € X,y S es el simbolo inicial.

Utilidad: La FNC es 1til para:

» Disenar algoritmos de parsing eficientes (algoritmo CYK)
= Demostrar teoremas sobre lenguajes libres de contexto

= Acotar la longitud de derivaciones
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Ejemplo 9: Conversién paso a paso a FNC

Consideremos la siguiente gramética:

S — AB]la
A — aAle
B — bB|¢

Esta gramatica genera cadenas de la forma a"0™ donde n,m > 0.
Paso 1: Eliminar producciones ¢

Identificamos las variables anulables: A y B pueden derivar €. Como
S — AB y ambas son anulables, S también es anulable (el lenguaje
contiene ).

Eliminamos las producciones € y compensamos agregando versiones sin
las variables anulables:

» S — AB: agregamos S — A | B (cuando B=c 0 A =¢)
» A — aA: agregamos A — a (cuando A = ¢)
» B — bB: agregamos B — b (cuando B = ¢)

Resultado:
S — AB|A|Blale
A — aAla
B — bB|b

Paso 2: Eliminar producciones unitarias

Las producciones unitarias son S — Ay S — B. Las reemplazamos por
las producciones de A y B:

» S — A se convierte en S — aA | a

» S — B se convierte en S — bB | b

Resultado:
S — AB|aA|a|bB|b|e
A — dAla
B — bB|b
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Paso 3: Separar terminales en producciones mixtas

Las producciones aA y bB mezclan terminales con variables. Creamos
variables auxiliares para los terminales:

T, — a T, — b

Reemplazamos aA por T,A y bB por T,B:

AB|T,Ala|T,B|b|e
T.A | a

TbB‘b

a

b

Sy
LIl 4l

Paso 4: Verificacién

Todas las producciones cumplen con la FNC:

» A — BC: dos variables (S — AB, S —- T,A, S —» T,B, A — T,A,
B — T,B)

» A— a:unterminal (S - a,S —- b, A—a, B—b,T,—a,T, —b)

= S — e: permitida solo para el simbolo inicial

Gramatica final en FNC:

AB|T,A|TyB | alb|e
T.A | a

TbB‘b

a

b

Sy
LIl 4l

Ahora todas las reglas cumplen estrictamente con la definicién de Forma
Normal de Chomsky.

Teorema: Para toda gramatica libre de contexto G existe una
gramética equivalente G’ en Forma Normal de Chomsky.
Es decir: L(G) = L(G")

La conversion es algoritmica y siempre termina.
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

De las secciones anteriores se reutiliza el concepto de gramatica libre de
contexto y derivaciones. Los pasos de conversion a FNC son algoritmicos
y se aplican de manera sistematica a cualquier gramatica.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

Procedimiento de conversién a FINC

El procedimiento consta de los pasos presentados en el ejemplo anterior:

1. Eliminar producciones ¢ (identificar variables anulables y compensar)
2. Eliminar producciones unitarias (A — B)

3. Separar terminales en producciones mixtas (crear variables
auxiliares)

4. Binarizar producciones con mas de dos variables (A — BCD se
convierte en A — BZy, Zy — CD)

Nota: En la gramatica del ejemplo, ninguna produccion tiene méas de

dos simbolos en el lado derecho después de los pasos 1-3, por lo que el paso
4 no modifica la gramética. Sin embargo, es necesario para el caso general.

3.5.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Verificamos la conversién derivando la cadena aab en ambas gramaticas:
Gramatica original:

S = AB = aAB = aaB = aabB = aab

Gramatica en FNC:
S=AB=T,A-B=aA-B=aa-B = aa-b=aab

Ambas gramaticas generan la misma cadena. La diferencia se aprecia
mejor en los arboles de derivacion:
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Gramatica original Gramatica en FNC
S S
/N /N
A B A B
/ N\ / N\ / A\ |
a A b B Ta A b
/ A\ | | |
a A € a a

|
€

En el arbol original aparecen producciones € (ramas que no generan
nada) y nodos con cantidad variable de hijos. En el arbol en FNC, cada
nodo interno tiene exactamente dos hijos (cuando produce variables) o un
hijo terminal (cuando produce un simbolo del alfabeto). Esta estructura
binaria uniforme es la que permite disefiar algoritmos de parsing eficientes
como CYK.

b. Ejemplo 2

Verificamos con la cadena b:

Gramatica original:

S=AB=¢-B=B=bB=bs=0b

Gramatica en FNC:

S=0
Gramatica original Gramatica en FNC
S S
/N |
A B b

e

/N
b B
|

3
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En la gramatica original se necesitan 5 pasos de derivacion y ramas €
para generar una sola letra. En FNC, la producciéon S — b lo resuelve
directamente.

c. Ejemplo 3

Verificamos con la cadena vacia e:
Gramatica original:

S=AB=¢c-c=¢

Gramaéatica en FNC:

S=c¢
Gramatica original Gramatica en FNC
S S
/N
A B €

9 9

En la gramatica original, la cadena vacia se genera a través de dos
variables intermedias que derivan €. En FNC, solo el simbolo inicial S
puede producir € directamente, eliminando las ramas innecesarias.

3.5.4 Codificacién
a. Implementacion en Python

La conversion a FNC se implementa mediante un algoritmo que aplica,
en cuatro etapas, las transformaciones descritas en el disefio. La funcién
principal coordina todo el proceso sobre una gramatica representada
mediante un diccionario.

Cddigo 3.20: Funcidén principal

1 def main():

2 gramatica = leer_gramatica ()

3 fnc = convertir_a_fnc(gramatica, ’S’)
4 imprimir_gramatica (fnc)
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La gramética se representa como un diccionario que asocia cada variable
con la lista de sus producciones; a su vez, cada produccion corresponde a
una lista de simbolos. El terminal especial ' eps’ representa ¢.

Cddigo 3.21: Definicidén de la gramdtica

6 def leer_gramatica():

7 return {

8 s’: [['A7, 'B'1, ['a’ll,
9 'A": [["a", 'A"], ['eps’]],
10 'B’: [['b’, 'B'], [’eps’]]

Para visualizar el resultado intermedio o final se utiliza una funcién que
recorre el diccionario y muestra cada variable junto con sus producciones
separadas por |.

Cébdigo 3.22: Funcién de impresidn

13 def imprimir_gramatica(gramatica) :

14 for var, prods in gramatica.items():

15 derecha =’ | ’.join(

16 " 7 .join(s for s in p) if p != ['eps’] else ’eps’
17 for p in prods

18 )

19 print ("\nGramatica en FNC:")

20 print (f" {var} -> {derecha}")

El primer paso consiste en identificar las variables anulables, es decir,
aquellas capaces de derivar €. Para ello se utiliza un algoritmo de punto fijo
que continta iterando hasta que no aparecen nuevas variables anulables.
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Cddigo 3.23: Identificacidén de variables anulables

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

def encontrar_anulables (gramatica):
anulables = set ()
cambio = True
while cambio:
cambio = False
for var, prods in gramatica.items():

if var in anulables:
continue
for prod in prods:
if prod == ['eps’] or all(

s in anulables for s in prod
) 8
anulables.add (var)
cambio = True
break
return anulables

Una vez identificadas las anulables, se eliminan las producciones &
generando todas las variantes posibles, tanto con la presencia como con
la ausencia de cada variable anulable. Si el simbolo inicial era anulable, la
produccién € se conserva Unicamente para él.

Cébdigo 3.24: Eliminacidén de producciones ¢

39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66

def generar_variantes (prod, anulables):
if not prod:
return [[]]
primero = prod[0]
resto = generar_variantes (prod[l:], anulables)
resultado = []
for rv in resto:
resultado.append([primero] + rv)
if primero in anulables:
resultado.append (rv)
return resultado

def eliminar_epsilon(gramatica, simbolo_inicial):
anulables = encontrar_anulables (gramatica)
nueva = {}
for var, prods in gramatica.items () :
nuevas_prods = []
for prod in prods:
if prod == ['eps’]:
continue
for v in generar_variantes (prod, anulables):
if v and v not in nuevas_prods:
nuevas_prods.append (V)
nueva[var] = nuevas_prods
if simbolo_inicial in anulables:
if [’eps’] not in nueva[simbolo_iniciall:
nueva[simbolo_inicial].append([’eps’])
return nueva
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El segundo paso elimina las producciones unitarias (A — B) mediante
un recorrido que reemplaza cada cadena unitaria por sus producciones
finales.

Cddigo 3.25: Eliminacidén de producciones unitarias

68 def eliminar_unitarias(gramatica):

69 nueva = {}

70 for var in gramatica:

71 nueva [var] = []

72 visitados = set ()

73 cola = [var]

74 while cola:

75 actual = cola.pop (0)

76 if actual in visitados:

ks continue

78 visitados.add (actual)

79 for prod in gramatica.get (actual, []):
80 if len(prod) == 1 and prod[0] in gramatica:
81 cola.append (prod[0])

82 elif prod not in nuevalvar]:

83 nueva [var] .append (prod)

84 return nueva

A continuacion, los terminales que aparecen mezclados con variables se
)
separan creando variables auxiliares para representarlos.
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Cddigo 3.26: Separacién de terminales

86 def separar_terminales (gramatica):

87 terminales = set ()

88 for prods in gramatica.values():

89 for prod in prods:

90 for s in prod:

91 if s not in gramatica and s != 'eps’:
92 terminales.add (s)

93 auxiliares = {}

94 for t in sorted(terminales) :

95 auxiliares[f'T_{t}’] = [[t]]

96 resultado = {}

97 for var, prods in gramatica.items() :

98 nuevas_prods = []

99 for prod in prods:

100 if len(prod) <= 1:

101 nuevas_prods.append (prod)

102 else:

103 nueva_prod = []

104 for s in prod:

105 if s in terminales:

106 nueva_prod.append(f’'T_{s}’)
107 else:

108 nueva_prod.append (s)
109 nuevas_prods.append (nueva_prod)
110 resultado([var] = nuevas_prods

111 resultado.update (auxiliares)

112 return resultado

Por tltimo, las producciones con mas de dos simbolos se binarizan
introduciendo variables auxiliares. La funcién convertir_a_fnc()
ejecuta las cuatro etapas completas del proceso.
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Cddigo 3.27: Binarizacidén y conversién completa

114 def binarizar (gramatica):

115 resultado = {}

116 nuevas_vars = {}

117 contador = 0

118 for var, prods in gramatica.items () :

119 nuevas_prods = []

120 for prod in prods:

121 if len(prod) <= 2:

122 nuevas_prods.append (prod)

123 else:

124 simbolos = list (prod)

125 while len (simbolos) > 2:

126 ultimo = simbolos.pop ()
127 penultimo = simbolos.pop ()
128 nueva_var = f’Z{contador}’
129 contador += 1

130 nuevas_vars [nueva_var] = [
131 [penultimo, ultimo]
132 ]

133 simbolos.append (nueva_var)
134 nuevas_prods.append (simbolos)
135 resultado[var] = nuevas_prods

136 resultado.update (nuevas_vars)

137 return resultado

138

139 def convertir_a_fnc(gramatica, simbolo_inicial):
140 g = eliminar_ epsilon(gramatica, simbolo_inicial)
141 g = eliminar_unitarias(g)

142 g = separar_terminales (qg)

143 g = binarizar (g)

144 return g
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3.6. Validacién de XML/HTML

La empresa WebSecure, especializada en seguridad web, esta imple-
mentando un validador de documentos XML/HTML
[World Wide Web Consortium, 2008] que debe verificar que las etiquetas
de apertura y cierre estén correctamente emparejadas y anidadas dentro
del documento.

Por ejemplo:

= Cadenas validas: <html><body>Hola</body></html>.
s Cadenas invalidas: <html><body>Hola</html></body>.

La ultima falla porque viola el principio de que el ultimo elemento en
abrirse debe ser el primero en cerrarse.

El desafio es que el verificador debe “recordar” qué etiquetas se han
abierto y en qué orden, para poder comprobar que cada cierre corresponda
a la apertura correcta.

3.6.1 Anadlisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

WebSecure necesita un mecanismo para validar la estructura anidada de
un documento XML/HTML, comprobando que cada etiqueta de apertura
tenga su correspondiente cierre y que el anidamiento entre etiquetas sea
correcto. Los autématas finitos no pueden resolver este problema porque
se requiere “recordar” informacién sobre un nimero ilimitado de etiquetas
abiertas.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

El validador opera sobre el documento como un todo, considerando
ademas el conjunto de etiquetas que el formato admite:

Informacion necesaria ‘ Descripcién

Documento de entrada El texto XML/HTML a verificar

Conjunto de etiquetas Nombres validos que pueden aparecer en el
documento
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3.6.2 Disefio / Descomposicién

a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

» ENTRADA: Un documento XML/HTML.

» PROCESAMIENTO: Verificar que cada etiqueta de apertura
tenga su correspondiente cierre, respetando el orden de anidamiento.

= SALIDA: Indicar si el documento esta correctamente emparejado y
anidado, o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para disenar la solucion se requiere un modelo computacional més
potente que los autéomatas finitos: el autémata de pila (PDA). Este
modelo extiende los autématas finitos con una pila como memoria auxiliar.

Autématas de Pila (PDA)

Los autématas finitos no pueden reconocer lenguajes que requieren
“contar” o “emparejar” simbolos de manera ilimitada, como los paréntesis
balanceados o lenguajes de la forma {0"1" | n > 0}, ya que carecen de
memoria suficiente para almacenar una cantidad arbitraria de informacién.

La solucion es agregar una pila (stack): una memoria LIFO (Last In,
First Out) que permite almacenar y recuperar informacién temporalmente.
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Un autémata de pila (PDA) es una séptupla [Sipser, 2012]:
M = <Q7E)F757 q07ZO7F)
donde:

= () es un conjunto finito de estados

Y es el alfabeto de entrada

I es el alfabeto de la pila
J:Qx(XU{e})xT' = P(QxI") esla funcién de transicién

qo € Q es el estado inicial

Zy € I es el simbolo inicial de la pila

F C @ es el conjunto de estados de aceptacion

Interpretacion operacional

La funcién de transicién 6(q, a, X) especifica:

= Estando en el estado ¢

» Leyendo el simbolo a de la entrada (o € para transicién sin consumir
entrada)

= Con X en el tope de la pila

Se puede transitar a un nuevo estado p y reemplazar X en el tope de la
pila por una cadena a € I'*:
» Si = e: se desapila X (pop)
= Si @ = X: no cambia la pila

» Sia=YZ: sereemplaza X por YZ (equivalente a pop X, push Z,
push Y)

Criterios de aceptacion

Existen dos criterios de aceptacién equivalentes:

1. Por estado final: La cadena se acepta si, al terminar de leer la
entrada, el automata esta en un estado de F'
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2. Por pila vacia: La cadena se acepta si, al terminar de leer la entrada,
la pila estd vacia

Ambos criterios son equivalentes en poder expresivo.

Equivalencia entre GLC y PDA

Teorema fundamental [Chomsky, 1962, Hopcroft et al., 2000]:
Un lenguaje es libre de contexto si y solo si es aceptado por algiun
automata de pila.

Mas especificamente:

» Para toda gramaética libre de contexto G, existe un PDA M
tal que L(G) = L(M)

» Para todo PDA M, existe una gramatica G tal que L(M) =
L(G)

El resultado es paralelo al de los lenguajes regulares, donde AFD, AFN
y expresiones regulares describen exactamente la misma clase.

Ejemplo 10: PDA para paréntesis balanceados

Diseniemos un PDA para el lenguaje:
L ={w € {(,)}*| w tiene paréntesis balanceados}

Estrategia:

= Por cada ( que leemos: apilamos un simbolo X
= Por cada ) que leemos: desapilamos un simbolo X

» Al finalizar la entrada: si la pila solo contiene Zy, aceptamos mediante
transicion e

Definicién formal:

M= (Q,%,T,6,q, Zy, F) donde:

. Q:{QO7Qf}
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S={()}
I'={Z, X}

= (q es el estado inicial

Zy es el simbolo inicial de pila

F={q}

Funcion de transicion:

d(qo, (, Zo) = {(qo, X Zp) } Primer (: apila X

5(qo, (, X) = {(q0, XX)} Mas (: apila X

3(qo,), X) = {(q0,2)} Cierra ): desapila X

3(qo, €, Zo) = {(qr, Zo)} Entrada terminada: acepta

Nota: En las trazas siguientes, la pila se representa con el tope a la
izquierda. Por ejemplo, X 7, significa que X esta en el tope y Zy debajo.

Ejemplo de aceptacién: Procesamos la cadena (()):

Paso | Estado | Entrada | Pila | Transicion aplicada
0 o () Zy | Configuracion inicial
1 o 0) XZy | Lee ( sobre Z,
2 o ) XXZy | Lee ( sobre X
3 q0 ) XZy | Lee ) sobre X, desapila
4 qo € Z Lee ) sobre X, desapila
) qr € Z Transicion € a estado final

Resultado: Cadena aceptada (alcanza estado final g; con entrada
consumida)

Visualizaciéon de la pila: La siguiente figura muestra cémo evoluciona
la pila durante el procesamiento:

tope

tope \L tope
tope \lf X \lf tope tope
L X X X
%] % Zo Zo

Paso 0 Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4 Paso 5
ACEPTA
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La pila crece cuando se leen paréntesis de apertura ( () y decrece cuando
se leen paréntesis de cierre () ). Al final, queda solo Z;, permitiendo la
aceptacion.

Ejemplo de rechazo 1: Procesamos la cadena ()) (mds cierres que
aperturas):

Paso | Estado | Entrada | Pila | Transicion aplicada
0 o ) Zy | Configuracion inicial
1 o ) X7y | Lee ( sobre Z
2 q0 ) Zy | Lee ) sobre X, desapila
3 — ) — | No existe 0(qo, ), Zo)

Resultado: Cadena rechazada (no hay transicién para ) con Z; en el
tope)

Ejemplo de rechazo 2: Procesamos la cadena ((() (més aperturas que
cierres):

Paso | Estado | Entrada Pila Transiciéon aplicada
0 o ((0) Zy Configuracién inicial
1 o (() X7, Lee ( sobre Zj
2 o () XXZy | Lee ( sobre X
3 0 ) XXXZ, | Lee ( sobre X
4 q0 € XXZy | Lee ) sobre X, desapila

Resultado: Cadena rechazada (entrada consumida pero pila contiene
XXZy # Zy, no puede llegar a gy)

,

Este PDA rechaza una cadena en dos casos:

1. No existe transicién valida: Ocurre cuando hay mas ) que
( en un prefijo

2. Entrada consumida sin alcanzar estado final: Ocurre
cuando hay mas ( que ) y la pila no queda con solo Z,




Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 223

Ejemplo 11: PDA para delimitadores multiples

Una extension natural del PDA para paréntesis balanceados consiste en
aceptar también corchetes y llaves, manteniendo el anidamiento correcto
entre los tres tipos. El lenguaje a reconocer es:

L={we{(,),,],{,}}' | w esta balanceado y bien anidado}

Una gramatica que lo describe es:

S—=el(S)[[S]I{S}]S5S
Estrategia del PDA:

» Por cada simbolo de apertura leido ((, [, {): se apila el mismo
stimbolo.

» Por cada simbolo de cierre (), 1, }): se comprueba que el tope de la
pila sea la apertura correspondiente y se desapila. Si no coincide, no
existe transicién y la cadena se rechaza.

= Al consumir toda la entrada, si la pila contiene tnicamente Z, se
acepta mediante una transicion € al estado final.

Definicién formal: M = ({q,qs},%. 1.6, q0,Z0,{qs}) con ¥ =
{(>>7[7]7{?}}YF:{(7 [7{720}'

La funcion de transiciéon se define, para cada simbolo de apertura
a € {(,[,{} v su cierre correspondiente a:

d(qo,a, X) = {(qo,aX)} para cualquier X € T
6(qo, @, a) = {(qo, )}
0(90,, Z0) = {(4r, Z0)}

Traza para ([{}]):

Paso | Estado | Entrada | Pila Accién
0 90 ({n 20 Configuracién inicial
1 do [{31) (Zo | Apila (
2 o 1 [(Zy | Apila [
3 o 2B {[(Zy | Apila {
4 % 1) [ (Zy | Coincide con {, desapila
5 Qo ) ( Zo Coincide con [, desapila
6 Q0 € Zy Coincide con (, desapila
7 qf € Zy Transicién € a estado final
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Resultado: cadena aceptada.

Ejemplo 12: PDA para {0"1" | n > 0}

Diseniemos un PDA para el lenguaje:
L={0"1"|n >0}
Este es el lenguaje clasico que no es regular pero si es libre de contexto.

Estrategia:

= Por cada 0 que leemos: apilamos un simbolo X
= Por cada 1 que leemos: desapilamos un simbolo X

» Al finalizar la entrada: si la pila solo contiene Zj, aceptamos mediante
transicion e

Definicién formal:

M= (Q,%,T,6,q, Zy, F) donde:

. Q:{QOaQMQf}
« ¥ =4{0,1}
» I'={Zy, X}

= qo es el estado inicial

Z es el simbolo inicial de pila
F={qs}

Funcion de transicion:

3(q0, 0, Zo) = {(q0, X Z0)} Primer 0: apila X
5(q0,0,X) = {(q0, XX)} Mas 0s: apila X

0(qo, 1, X) = {(q1,2)} Cambio a 1s: desapila
g1, 1, X) ={(q1,¢)} Mas 1s: desapila
S(aqu, e, Zo) = {(qr, Zo)} Pila inicial: acepta
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Nota: En las trazas siguientes, la pila se representa con el tope a la
izquierda. Por ejemplo, X 7, significa que X esta en el tope y Zy debajo.

Ejemplo de aceptaciéon: Procesamos la cadena 0011:

Paso | Estado | Entrada | Pila | Transicion aplicada
0 Qo 0011 Zy Configuracion inicial
1 Qo 011 XZy | Lee 0 sobre Z,
2 Qo 11 XXZy | Lee 0 sobre X
3 Q1 1 XZy | Lee 1 sobre X, desapila
4 74l € Zy Lee 1 sobre X, desapila
5) qr € Z Transicion € a estado final

Resultado: Cadena aceptada (alcanza estado final ¢y con entrada
consumida)

Visualizaciéon de la pila: La siguiente figura muestra cémo evoluciona
la pila durante el procesamiento de la cadena 0011:

tope

tope \L tope

tope \lf X \lf tope tope

i X X X
| %o | Zo Zo Zo

Paso 0 Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4 Paso 5
ACEPTA

La pila crece cuando se leen Os (apilando Xs) y decrece cuando se leen
1s (desapilando Xs). Al final, queda solo Zy, permitiendo la aceptacion.

Ejemplo de rechazo 1: Procesamos la cadena 001 (més Os que 1s):

Paso | Estado | Entrada | Pila | Transicién aplicada
0 qo 001 Z Configuracién inicial
1 Qo 01 XZy | Lee 0 sobre Z,
2 Qo 1 XXZy | Lee 0 sobre X
3 G € XZy | Lee 1 sobre X, desapila

Resultado: Cadena rechazada (entrada consumida pero pila contiene
XZy # Zy, no puede llegar a gy)

Ejemplo de rechazo 2: Procesamos la cadena 0111 (més 1s que 0s):
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Paso | Estado | Entrada | Pila | Transicién aplicada
0 Qo 0111 Zy | Configuracion inicial
1 Qo 111 X7y | Lee 0 sobre Z
2 1 11 Zoy | Lee 1 sobre X, desapila
3 — 11 — | No existe d(q1, 1, Zp)

Resultado: Cadena rechazada (no hay transicién para 1 con Zj en el
tope en estado ¢;)

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Aunque este ejercicio podria resolverse directamente usando una GLC,
el PDA resulta mas adecuado para modelar la verificacion de estructuras
anidadas donde las etiquetas deben coincidir, como en XML o HTML. La
pila permite manejar el anidamiento de manera directa, mientras que en
una GLC seria necesario introducir reglas adicionales para garantizar la
correspondencia entre aperturas y cierres.

Sin embargo, la GLC sigue siendo ttil para describir la estructura general
del lenguaje, y a partir de ella es posible construir el PDA mediante el
procedimiento de conversién correspondiente.

d. ;Cual es el diseno de la solucién?

GLC para XML/HTML

La estructura de documentos XML/HTML puede especificarse en
EBNF:

Nota importante: Esta gramadtica captura la estructura sintactica,
pero la verificacién de que el tag de apertura y cierre tengan el mismo
nombre es una restriccion seméantica adicional.

<doc> = { <elem> }
<elem> ::= <tag> | <texto>
<tag> ] "<" <id> ll>" { <elem> } "</" <id> ">"

<texto> ::= <caracteres>
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Ejemplo de derivacion:

Para el documento: <html><body>Hola</body></html>

<doc>
r:= { <elem> }
1= <elem>
= <tag>
= "<" <id> ">" { <elem> } "</" <id> ">"
= "<html>" { <elem> } "</html>"
:= "<html>" <elem> "</html>"
= "<html>" <tag> "</html>"
= "<html>" "<body>" { <elem> } "</body>" "</html>"
= "<html>" "<body>" <elem> "</body>" "</html>"
::= "<html>" "<body>" <texto> "</body>" "</html>"
::= "<html>" "<body>" Hola "</body>" "</html>"

PDA para XML/HTML

A diferencia de los delimitadores simples, donde un simbolo abre y
otro cierra, las etiquetas XML llevan un nombre que debe emparejarse:
la apertura <html> solo puede cerrarse con </html>. Esto exige que el
alfabeto de pila I' contenga los nombres completos de las etiquetas, no
simbolos abstractos.

Sea T el conjunto de nombres validos de etiqueta. El PDA M =
(Q,%,1,6,q0, Zo, F) que reconoce documentos XML bien formados se
define con:

- Q:{Q(bqf}
u F:TU{ZO}
= F={qs}

La funciéon de transicion opera sobre etiquetas tomadas como un solo
simbolo del flujo de entrada (un paso previo de extracciéon separa las
etiquetas del texto). Para cada nombre t € T":

d(qo, <t>, X) = {(qo0,tX)} para cualquier X € I'
6(qo, </t>,t) = {(qo,€)}
6((]0’ g, ZO) = {(Qf7 ZO)}
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La primera regla apila el nombre de la etiqueta cuando se lee una
apertura. La segunda exige que el nombre del cierre coincida con el tope de
la pila para poder desapilar; si no coinciden, no hay transicion disponible
y el documento se rechaza. La tercera lleva al estado de aceptacion cuando
la entrada se ha consumido y la pila ha vuelto a Z;.

3.6.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Documento HTML bien anidado:
<html><body>Hola</body></html>.

El paso previo de extraccion separa el texto y entrega la secuencia de
etiquetas <html>, <body>, </body>, </html>.

Lee <html>: apila html. Pila: [html]
Lee <body>: apila body. Pila: [html, body]

Lee </body>: tope = body, coincide. Desapila. Pila: [html]

Lee </html>: tope = html, coincide. Desapila. Pila: vacia

Resultado: ACEPTADA (pila vacia al final)

b. Ejemplo 2

Documento HTML mal anidado:
<html><body>Hola</html></body>,
con etiquetas en orden cruzado. Etiquetas extraidas: <html>, <body>,

</html>, </body>.

= Lee <html>: apila html. Pila: [html]
= Lee <body>: apila body. Pila: [html, body]

= Lee </html>: tope = body, no coincide con html

Resultado: RECHAZADA (etiqueta de cierre no corresponde a la
apertura méas reciente)
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c. Ejemplo 3

Documento con etiqueta de cierre faltante:
<html><body>Hola</body>.

Etiquetas extraidas: <html>, <body>, </body>.

Lee <html>: apila html. Pila: [html]

Lee <body>: apila body. Pila: [html, body]

Lee </body>: tope = body, coincide. Desapila. Pila: [html]

Entrada consumida con html ain en la pila

Resultado: RECHAZADA (queda una etiqueta sin cerrar al final del
documento)

3.6.4 Codificacién

La implementaciéon en Python sigue el diseio del PDA. El alfabeto
de pila T' se representa como una lista que almacena los nombres de
las etiquetas abiertas. La operacion principal consiste en comparar cada
etiqueta de cierre con el elemento en el tope de la pila para decidir si se
realiza el desapilado.

La funcién principal, junto con las funciones auxiliares de entrada y
salida, coordina la ejecucién del programa.

Cédigo 3.28: Funcidn principal y entrada/salida

1 def main() :

cadena = leer ("Ingrese el documento: ")
resultado = validar_documento (cadena)
imprimir_resultado (cadena, resultado)

def leer (texto):
return input (texto)

© 00 N O U W N

def imprimir_ resultado (cadena, es_valido):
if es_valido:
print (£"’ {cadena}’: ACEPTADA")
else:
print (£"’ {cadena}’: RECHAZADA")

=R e e
W N = O
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Antes de validar hay que recuperar las etiquetas como simbolos
del alfabeto de entrada. La funcion extraer_etiquetas recorre el
documento buscando contenido entre <y >, y devuelve cada etiqueta como
una tupla (tipo, nombre) donde tipoes "apertura" o"cierre".

Cédigo 3.29: Extraccidén de etiquetas

15 def extraer_etiquetas (cadena) :

16 etiquetas = []

17 i=0

18 while i < len(cadena):

19 if cadenali] == ’'<’':

20 j = cadena.find(’>", 1)

21 if 5 == -1:

22 return None

23 contenido = cadena[i+1:7]

24 if contenido.startswith(’/’):

25 etiquetas.append(("cierre", contenido[l:]))
26 else:

27 etiquetas.append( ("apertura", contenido))
28 i=3+1

29 else:

30 i +=1

31 return etiquetas

Con la secuencia de etiquetas en mano, la validacién reproduce las tres
reglas del PDA: §(qo, <t>, X) = {(qo,tX)} apila el nombre, 6(qo, </t>,t) =
{(qo, )} desapila si coincide con el tope, y §(qo, €, Zo) = {(qy, Zo)} acepta
cuando la pila vuelve a Zy al consumir toda la entrada.

Cddigo 3.30: Validacién de documento

33 def validar_documento (cadena) :

34 etiquetas = extraer_etiquetas (cadena)
35 if etiquetas is None:

36 return False

37 pila = []

38 for tipo, nombre in etiquetas:

39 if tipo == "apertura":

40 pila.append (nombre)

41 else:

42 if len(pila) == 0 or pila[-1] != nombre:
43 return False

44 pila.pop ()

45 return len(pila) ==

46
47 main ()
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3.7. Ejercicios

3.7.1 Diseno de gramaticas libres de contexto

Una empresa de verificacion formal necesita que sus ingenieros
demuestren competencia en el diseno de gramaticas libres de contexto.
Se requiere disefiar una GLC para cada uno de los siguientes lenguajes:

a) Ly ={a"b" | n >0}

b) Ly = {w € {a,b}* | w = w} (palindromos sobre {a,b})

c) Ly={a't/c*|i=joj=k}

d) Ly={w € {a,b}* | #a(w) =2 #,(w)} (cadenas con el doble de a’s

que b’s)

3.7.2 Gramatica para expresiones booleanas

Un equipo de desarrollo de un motor de reglas de negocio necesita disenar
una gramatica para expresiones booleanas que incluya:

Operadores logicos: AND, OR, NOT

Valores: true, false, variables

Paréntesis para agrupacion

Precedencia: NOT > AND > OR

Ejemplos de cadenas validas: (a AND b) OR ¢, NOT (x OR y),
true AND NOT false

a) Escriba la gramdatica asegurando la precedencia correcta de
operadores

b) Proporcione una derivacion izquierda para: NOT a AND b OR c

c¢) Dibuje el drbol de derivacién y verifique que refleja la precedencia

d) (Es su gramatica ambigua? Justifique su respuesta
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3.7.3 Analisis de ambigiiedad en lenguajes naturales

Un laboratorio de procesamiento de lenguaje natural esta investigando
coOmo las gramaticas libres de contexto modelan ambigiiedades del espanol.
Considere la siguiente gramatica simplificada:

S — SNSV
SN — DetN | Det N Prep SN
SV — V|VSN
Det — el|la
N — nifo | nina | telescopio
V. — wvio
Prep — con

a) Demuestre que la oracién “el nino vio la nifia con el telescopio” es
ambigua mostrando dos arboles de derivacion distintos

b) Explique el significado diferente que representa cada arbol

¢) Proponga una modificacién a la gramatica que elimine la ambigtiedad
especificando que la frase preposicional modifica al verbo, no al
sustantivo

3.7.4 Transformaciones de gramaticas

Un sistema de optimizacién de parsers necesita convertir gramaticas a
Forma Normal de Chomsky. Dada la gramatica:

S — aSb| A
A — bVA|B
B — ale
a) Identifique todas las producciones e (variables anulables)
b) Elimine las producciones ¢ obteniendo una gramatica equivalente

c¢) Convierta la gramética resultante a Forma Normal de Chomsky

d) Verifique que ambas gramdticas generan el mismo lenguaje con
ejemplos
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3.7.5 Automatas de pila

Una empresa de verificacion de protocolos necesita implementar
autématas de pila para validar formatos de mensajes. Disene un PDA que
reconozca cada uno de los siguientes lenguajes:

a) Ly ={0"1?" | n > 0} (el doble de 1’s que de 0’s)
b) Ly = {ww’ | w € {a,b}*} (cadenas duplicadas en reversa)

¢) Ly = {a'tl | i < j < 2i}

Para cada PDA, especifique formalmente:

Estados @
Alfabetos X y T’

Funcién de transiciéon 6

Estado inicial ¢y y simbolo inicial de pila Z,

Criterio de aceptacién (estado final o pila vacia)

3.7.6 Gramatica para Expresiones Simbdlicas (LISP)

Una empresa que mantiene un intérprete de Lisp necesita formalizar
la sintaxis del lenguaje. Disene una gramatica BNF (o EBNF) para
representar expresiones simbélicas (S-Expressions) que soporte:

» Atomos: Pueden ser identificadores (letras) o nimeros.

= Listas: Secuencias de cero o mas expresiones separadas por espacios
y encerradas entre paréntesis.

= Anidamiento: Las listas pueden contener atomos u otras listas
arbitrariamente.

Ejemplos validos:

s atom

s (1 2 3)
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(+ 1 2)
(defun cuadrado (x) (* x x))

((a) b (c (d)))

Asegurese de que su gramatica permita el anidamiento recursivo infinito
y maneje correctamente la lista vacia ().

3.8.

Cierre del capitulo

En este capitulo se presentaron las herramientas para analizar
estructuras jerarquicas, un problema recurrente en ciencias de la
computaciéon que abarca desde la validacion de paréntesis balanceados
hasta el analisis sintactico de programas completos.

Conceptos clave aprendidos

. Gramaticas Libres de Contexto (GLC): Formalismos que

describen lenguajes mediante reglas recursivas de la forma A —
«. Permiten representar estructuras anidadas y jerarquicas que no
pueden expresarse con lenguajes regulares.

Notacién BNF/EBNF: Forma estandar utilizada para especificar
gramaticas de lenguajes de programacion. Se basa en las GLC, pero
emplea una sintaxis méas clara y compacta.

Derivaciones y arboles de derivacion: Herramientas que
permiten generar cadenas desde el simbolo inicial y representar
graficamente su estructura sintactica.

Ambigiiedad gramatical: Una gramatica es ambigua si una misma
cadena puede generar varios arboles de derivacion. En los lenguajes
de programacion, la ambigiiedad debe evitarse para asegurar una
interpretacion tnica del cédigo.

Formas Normales: Restricciones sobre las producciones
gramaticales, como la Forma Normal de Chomsky, que facilitan el
analisis teodrico y el disefio de algoritmos de parsing sin modificar el
lenguaje generado.
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6. Autématas de Pila (PDA): Extensién de los autématas finitos
que incorpora una pila LIFO como mecanismo de memoria. Esto
permite reconocer lenguajes libres de contexto. Los PDA y las GLC
poseen el mismo poder expresivo.

7. Propiedades de clausura: Los LLC son cerrados bajo unién,
concatenacién y clausura de Kleene, pero no bajo interseccién ni
complemento, a diferencia de los lenguajes regulares.

8. Anadlisis sintictico (Parsing): Proceso mediante el cual se cons-
truye la estructura jerarquica de un programa. Puede implementarse
mediante técnicas como el parser recursivo descendente estudiado en
este capitulo.

Limitaciones de los lenguajes libres de contexto

Si bien los lenguajes libres de contexto son significativamente mas
potentes que los regulares, existen lenguajes que requieren una memoria
mas compleja que una pila o que implican multiples comparaciones
simultaneas. Estos lenguajes no son libres de contexto.

Ejemplos clasicos de lenguajes que NO son LLC:

» L = {a™"c" | n > 0}: Requiere contar tres grupos de simbolos
simultaneamente. Un autémata de pila puede verificar que #a = #b
0 que #b = #c, pero no ambas condiciones a la vez.

» L = {ww | w € {a,b}*}: Requiere verificar la duplicacién exacta
de una cadena arbitraria. La pila no permite comparar posicién por
posicién sin destruir la informacién almacenada.

Propiedades de clausura

Decimos que una clase de lenguajes es cerrada bajo una operacion si, al
aplicar esa operacion a lenguajes de la clase, el resultado siempre pertenece
a la misma clase. A diferencia de los lenguajes regulares (cerrados bajo
todas las operaciones bésicas), los LLC presentan diferencias importantes:
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Operacion (Es cerrado? | Observacion

Unién (U) Si La unién de dos LLC es un
LLC.

Concatenacion (-) Si La concatenacién de dos
LLC es un LLC.

Clausura de Kleene (%) si L* es LLC si L es LLC.

Interseccion (N) NO La interseccion de dos LLC
no garantiza ser un LLC.

Complemento (L) NO El complemento de un LLC
no garantiza ser un LLC.

,Por qué la interseccién no es cerrada? Consideremos los lenguajes

Ly = {a™b"c™ | n,m > 0}

Ly = {a™b"c" | m,n > 0}.

Ambos son LLC. Sin embargo,
LiN Ly ={a"b"c" | n > 0},
y este lenguaje no es libre de contexto.

iPor qué el complemento no es cerrado? Esto puede demostrarse
utilizando las leyes de De Morgan:

LlﬂLQIEUTQ

Si los LLC fueran cerrados bajo complemento, entonces también serian
cerrados bajo interseccion, ya que la union si es cerrada. Sin embargo, el
ejemplo anterior muestra que esto no ocurre.

Caso especial importante: La interseccion entre un LLC vy
un lenguaje regular siempre produce otro LLC. Este resultado es
especialmente util en compiladores, donde el andlisis 1éxico (regular) se
combina con el andlisis sintéctico (libre de contexto).
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Motivacion para el siguiente capitulo

Las limitaciones anteriores nos llevan naturalmente a preguntarnos:

¢ Existe un modelo computacional que no tenga estas restricciones?

¢ Cudles son los limites absolutos de lo que puede ser computado?

En el siguiente capitulo estudiaremos las Maquinas de Turing y
el calculo lambda, dos modelos que marcan el limite teérico de lo
que una maquina puede hacer. Analizaremos qué problemas pueden
resolverse mediante un algoritmo y cudles, por su propia naturaleza, no
admiten solucién alguna, estableciendo los fundamentos de la teoria de la
computacion.
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Capitulo

Maquinas de Turing y Calculo
Lambda

¢ Cudles son los limites fundamentales de lo que puede ser computado?

En los capitulos anteriores se estudiaron modelos computacionales con
capacidades limitadas. Los autématas finitos permiten reconocer patrones
simples, pero no pueden contar cantidades arbitrarias, mientras que los
autématas de pila pueden manejar estructuras anidadas, aunque siguen
teniendo restricciones importantes.

Sin embargo, existen problemas que requieren un modelo de
computacién méas general, por ejemplo:

» verificar que distintas secciones de un archivo contengan la misma
cantidad de registros,

s determinar si un programa finalizara su ejecuciéon o entrara en un
ciclo infinito,

= describir cdlculos completos utilizando tnicamente funciones.

Este capitulo introduce dos de los modelos més importantes de la teoria
de la computacion: las Maquinas de Turing, basadas en una cinta
de memoria potencialmente infinita, y el Calculo Lambda, un modelo
fundamentado en la aplicacion de funciones. Aunque fueron desarrollados
de manera independiente, ambos poseen el mismo poder computacional,
idea que sustenta la Tesis de Church-Turing.
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A lo largo del capitulo se presentaran distintos problemas que motivan
el estudio progresivo de estos conceptos.

Nota histdorica

En 1936, dos matematicos publicaron trabajos independientes que
definirian los fundamentos de la computacion:

Alan Turing introdujo la “Maquina de Turing” en su articulo “On
Computable Numbers, with an
Application to the Entscheidungsproblem” [Turing, 1936]. Su objetivo
era formalizar la nocién de “procedimiento mecanico” para demostrar
que el problema de decisiéon planteado por Hilbert y Ackermann
[Hilbert and Ackermann, 1928] era irresoluble.

Alonzo Church, simultdneamente, desarroll el Calculo Lambda,
un sistema formal basado en funciones [Church, 1936]. Church también
demostré la indecidibilidad del problema de Hilbert usando su
formalismo.

Aunque fueron desarrollados de manera independiente, ambos modelos
resultaron ser equivalentes en poder expresivo. Esta coincidencia
condujo a la Tesis de Church-Turing: todo lo intuitivamente
computable puede ser computado por estos modelos.

4.1. Reconocimiento de cadenas con dependencia multiple

Una empresa de analisis de datos, DataVerify, se especializa en el
desarrollo de herramientas de control de calidad para grandes volimenes de
informacion. Se requiere un software que permita validar automaticamente
la integridad estructural de archivos de datos enviados por sus clientes.
Estos archivos estan organizados en multiples secciones, y una de las
validaciones criticas consiste en garantizar que tres secciones especificas
del archivo contengan exactamente la misma cantidad de registros. Si
esta condicién no se cumple, el archivo debe ser rechazado antes de ser
procesado. Se ha determinado que un autémata de pila puede verificar que
dos secciones coincidan en cantidad, pero no tres simultaneamente.

LQué tipo de modelo computacional puede manejar este tipo de
dependencias?
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4.1.1 Anaélisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

Dado un archivo o cadena con estructura de la forma a™b™c" (tres bloques
con exactamente la misma cantidad de simbolos), determinar si la cadena
es valida.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

Para poder resolver el problema es necesaria la siguiente informacion:

Informacion necesaria ‘ Descripcion

Cadena de entrada El texto a verificar

Restricciéon Tres bloques con exactamente la misma
cantidad de simbolos

Las limitaciones conocidas son: los autématas finitos tienen memoria
fija (estados) y los autématas de pila tienen memoria auxiliar con
acceso restringido (solo la cima). Se necesita un modelo que supere estas
restricciones.

4.1.2 Disenio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?

» ENTRADA: Una cadena con tres bloques de simbolos (por ejemplo,
a’s, b’s 'y ¢’s).
= PROCESAMIENTO: Verificar que los tres bloques tengan

exactamente la misma cantidad de simbolos.

= SALIDA: Indicar si la cadena cumple con la restriccion de igualdad
triple o no.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Resolver este problema requiere un modelo computacional més general
que los autéomatas de pila: la Maquina de Turing, la cual dispone de
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una cinta de memoria potencialmente infinita y permite leer y escribir en
distintas posiciones, a diferencia del acceso limitado a la cima de una pila.

MAaquinas de Turing: idea intuitiva

Antes de presentar la definicion formal, resulta util entender
intuitivamente cémo funciona una Maquina de Turing.

Imaginemos una persona sentada frente a una cinta de papel
infinitamente larga, dividida en casillas. La persona tiene un lapiz y puede:

1. Leer el simbolo escrito en la casilla actual.
2. Escribir un simbolo nuevo (borrando el anterior).
3. Moverse una casilla a la izquierda o a la derecha.

4. Recordar en qué “modo” o “estado mental” se encuentra.

La persona sigue un conjunto fijo de instrucciones del tipo: “Si estoy en
el estado X y veo el simbolo Y, entonces escribo Z, me muevo a la derecha,
y paso al estado W”. Aunque el modelo parece sencillo, esta idea permite
describir cualquier proceso computacional.

Componentes principales

Una Maéaquina de Turing (MT) estd formada por los siguientes
componentes:

s Cinta: secuencia infinita de celdas, cada una con un simbolo. Al
inicio contiene la entrada, y el resto de posiciones se consideran
vacias. Estas posiciones vacias suelen representarse mediante el
simbolo especial L, denominado simbolo blanco (blank), distinto de
cualquier simbolo del alfabeto de entrada.

= Cabeza: apunta a una celda de la cinta. Puede leer su contenido,
escribir un nuevo simbolo y moverse una posicién a la izquierda (L)
o a la derecha (R).

» Estados: describen la configuracién interna de la maquina. Se
distinguen un estado inicial, un estado de aceptaciéon y un estado
de rechazo.
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= Reglas de transicion: indican qué accion realizar en funcion del
estado actual y del simbolo leido.

Definicién formal

Ahora traducimos la descripcion intuitiva a notacién matematica. Cada
componente que describimos informalmente tiene su contraparte formal.

Una Mdquina de Turing (MT) es una séptupla [Sipser, 2012] M =
(Q? Z? Fa 57 4o, Gaccept s QTeject) donde:

= (): conjunto finito de estados

Y: alfabeto de entrada (sin el simbolo blanco)

I': alfabeto de cinta (incluye X y el blanco U)

9: funcién de transicién (las reglas)

qo: estado inicial

Qaccept> Qreject: €stados de aceptacion y rechazo

La funcién de transicion d es el “cerebro” de la maquina: contiene todas
las reglas. Su tipo formal es:

0:QxI'—-QxTI'x{L,R}
Esto se lee: “6 toma un estado y un simbolo de cinta, y devuelve un

nuevo estado, un simbolo a escribir, y una direccion”.

Por ejemplo, si tenemos:

d(q,a) = (¢’,b, D)

significa: “estando en estado q y leyendo a, escribir b, moverse en

!

direccion D, y pasar al estado q'”.
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Notacion formal

Significado intuitivo

Q Los “modos” o “estados mentales” de la persona

by Los simbolos que puede tener la entrada

r Todos los simbolos que pueden aparecer en la cinta
1) La tabla de instrucciones (“si veo X, hago Y”)

Qo El modo inicial al comenzar

Qaccept El modo de “terminé y la respuesta es si”

Qreject El modo de “terminé y la respuesta es no”

;Coémo funciona una MT?

El proceso de ejecucion es:

1. La entrada se escribe en la cinta; el resto son blancos (LJ).

2. La cabeza se posiciona en el primer simbolo; el estado es ¢q.

3. En cada paso, la maquina consulta ¢ y ejecuta la transicién.

4. La médquina se detiene cuando llega a Guccept O Greject-

5. Si nunca llega a estos estados, la maquina no termina (ciclo

infinito).

Notaciéon de configuraciones

Para mostrar como funciona una MT paso a paso, usamos una notacion
llamada configuracién. Una configuracion describe el estado completo de
la maquina en un instante: qué hay en la cinta, dénde esta la cabeza, y en
qué estado se encuentra.

Convencion: Escribimos el contenido de la cinta con el estado insertado
justo antes del simbolo que la cabeza esta leyendo. Por ejemplo:

X0gl 11
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significa:

= La cinta contiene X011
= La maquina estd en el estado ¢

» La cabeza estd posicionada sobre el primer 1 (el simbolo
inmediatamente después del estado)

Visualmente, seria asi:

(X[of1[1]ufu]
4
Estado: ¢;

Una traza es una secuencia de configuraciones conectadas por flechas
(—), mostrando cémo la maquina evoluciona paso a paso. Usamos _ para
representar el blanco LI en las trazas.

Ejemplo 1: MT para verificar cadenas que empiezan con 0

Empecemos con un ejemplo sencillo. Disenemos una MT que acepte
cadenas sobre {0, 1} que comiencen con 0.

Estados: 4o (inicial), Qaccepta QTeject

Reglas:

= En ¢, si leo 0: aceptar.

= En g, si leo 1 o blanco: rechazar.

Transiciones:

Estado, Simbolo | Transicién | Significado
qo, 0 Qaceept: 0, R | Empieza con 0, aceptar
Qo, 1 Qreject, 1, R | Empieza con 1, rechazar
qo, U Qreject, U, R | Cadena vacia, rechazar
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Cadena aceptada: w = 0110
g0 0110 -> Og_accept 110 -> ACEPTAR

La maquina inicia en ¢o y lee el simbolo 0. Segun la regla 6(go,0) =
(Qaccept, 0, R), escribe 0, se mueve a la derecha y pasa al estado de
aceptacion.

Cadena rechazada: w = 1001

g0 1001 -> 1g_reject 001 -> RECHAZAR

Ejemplo 2: MT para {0"1" | n > 1}

Este lenguaje (igual cantidad de 0’s seguidos de 1’s) no es regular, pero
si es libre de contexto. Una MT puede reconocerlo marcando simbolos de
la cinta.

Estrategia intuitiva:

1. Buscar el primer 0 y “tacharlo” (marcarlo con X).

2. Ir a la derecha hasta encontrar el primer 1 y “tacharlo” (marcarlo
conY).

3. Volver al inicio y repetir.

4. Si al final todos estan tachados (solo quedan X’s e Y’s), aceptar.

(Por qué funciona? Cada vez que tachamos un 0, tachamos
exactamente un 1. Si la cantidad de 0’s y 1’s es igual, al final todos estaran
tachados.

Estados y su propésito:

= o: Buscar el siguiente 0 no marcado

= ¢;: Ir a la derecha buscando un 1 no marcado
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= ¢o: Volver a la izquierda al inicio

= (3: Verificar que solo queden marcas

Funcion de transicion:

Estado, Simbolo | Transicién | Descripcion
qo, 0 g, X, R Marcar 0, buscar 1
qo, Y g, Y, R No hay mas 0’s, verificar
q, 0 q1, 0, R Saltar 0’s
q, Y ¢, Y, R | Saltar Y’s
q1, 1 G2, Y, L Marcar 1, volver
g2, 0 ¢, 0, L Retroceder
q2, Y ¢, Y, L Retroceder
g2, X 70, X, R Llegué al inicio, repetir
q3, Y g3, Y, R Saltar Y’s
q3, U Qaceept; U, R | Todo marcado, aceptar

Traza para w = 0011:

g0 0011 -> Xqgl 011

-> g2 X0Y1l
->  XXYqgl 1
-> XXg0 YY

—> ACEPTAR

Explicacion de los primeros pasos:

-> X0gl 11 -> Xgz2 0Y1
-> Xg0 0Y1l -> XXgl Y1
-> XXg2 YY -> Xg2 XYY
-> XXYg3 Y -> XXYYg3 _

1. g0 0011: Estado inicial, cabeza sobre el primer 0.

2. Xgl 011: Marcamos el 0 con X, avanzamos, buscamos un 1.

3. X0gl 11: Saltamos el segundo 0, seguimos buscando.

4. Xg2 0Y1: Encontramos el 1, lo marcamos con Y, retrocedemos.

5. g2 X0Y1: Seguimos retrocediendo hasta encontrar X.

6. Xg0 0Y1: Encontramos X, avanzamos y repetimos el ciclo.
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c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

La estructura de lectura, validacién e impresiéon de resultados es la
misma que en capitulos anteriores. Ademds, la estrategia de “marcar
simbolos ya procesados” es analoga a la técnica de “empujar y sacar de la
pila” de los PDA, pero con més libertad de acceso.

d. ;Cual es el diseno de la solucion?

El lenguaje que describe este problema es

{a"b"c" | n > 1}.

Este lenguaje no es libre de contexto, por lo que no puede ser
reconocido mediante un autémata de pila. Un PDA dispone de una tnica
pila y, después de contar los simbolos a y verificar la misma cantidad
de simbolos b, ya no conserva suficiente informaciéon para comprobar la
cantidad de simbolos c.

Una MT, en cambio, puede recorrer la cinta varias veces y marcar
) 7
posiciones previamente visitadas, utilizando la propia cinta como memoria
auxiliar.

Estrategia intuitiva:

1. Buscar la primera a no marcada y marcarla con X.

2. Ir a la derecha hasta encontrar la primera b no marcada y marcarla
con Y.

3. Continuar a la derecha hasta encontrar la primera ¢ no marcada y
marcarla con Z.

4. Volver al inicio y repetir.

5. Cuando no queden a’s sin marcar, verificar que tampoco queden b’s
ni ¢’s sin marcar.

Estados y su propésito:

= ¢o: Buscar la siguiente a no marcada
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= ¢i: Ir a la derecha buscando una b no marcada
» ¢9: Ir a la derecha buscando una ¢ no marcada
= ¢3: Volver a la izquierda al inicio

= (4 Verificar que solo queden marcas

Funcion de transicion:

Estado, Simbolo | Transiciéon | Descripcion
qo, @ q, X, R Marcar a, buscar b
qQo, Y q, Y, R No hay mas a’s, verificar
qi, a qi, a, R Saltar a’s
q, Y q, Y, R Saltar Y’s
q, b g2, Y, R Marcar b, buscar ¢
q2, b g2, b, R Saltar b’s
G2, 7 G2, Z, R Saltar Z’s
G2, C q3, 2, L Marcar ¢, volver
q3, a q3, a, L Retroceder sobre a
q3, b q3, b, L Retroceder sobre b
q3, Y q3, Y, L Retroceder sobre Y
q3, 7 q3, 4, L Retroceder sobre Z
q3, X q, X, R Llegué al inicio, repetir
qs, Y q, Y, R Saltar Y’s
Qs, 2 q1, Z, R Saltar Z’s
qs, U Qaccept, U, R | Todo marcado, aceptar

4.1.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1

Entrada: w = abc  Esperado: ACEPTADA

g0 abc -> Xgl bc -> XYqg2 c -> Xg3 YZ
-> g3 XYZ -> XgO0 YZ -> XYg4 Z
-> XYZg4 _ —-> ACEPTAR

La cadena tiene una a, una b y una c. La MT marca la a como X, la b
como Y y la ¢ como Z en un solo ciclo. Al volver, no encuentra mas a’s y
verifica que solo hay marcas. Resultado correcto.
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b. Ejemplo 2

Entrada: w = aabbce

g0 aabbcc

Xgl abbcc
XaYqg2 bcc
XaYg3 bZc
Xg3 a¥Ybzc
Xg0 a¥YbZc
XXYqgl bZc
XXYYZq2 c
XXYQ3 YZZ
Xg3 XYYZZ
XXYqd YZZ
XXYYZqgd4 Z

->
—>
—>
—>
->
->
->

Esperado: ACEPTADA

Xagl bbcc
XaYbg2 cc
Xag3 YbZc
g3 Xa¥Ybzc
XXgl YbZc
XXYYqg2 Zc
XXYYQ3 ZZ
XXq3 YYZZ
XXq0 YYZZ
XXYYq4d Z7

XXYYZZq4 _

->

ACEPTAR

La MT realiza dos ciclos completos de marcado, emparejando cada a con
una by una c. Al final, la cinta contiene XXYYZZ y la maquina acepta.

c. Ejemplo 3

Entrada: w = aabce

g0 aabcc

Xgl abcc
XaYg2 cc
Xg3 aYZc
Xg0 aYZc
XXYqgl Zc

Esperado: RECHAZADA

Xagl bcc
Xag3 YZc
g3 XaY¥YZc
XXgl YZc
RECHAZAR

En el primer ciclo, la MT marca una a, una b y una c sin problemas. En
el segundo ciclo, marca la segunda a como X y avanza buscando una b sin
marcar. Salta la Y (marca de la primera b), pero encuentra una Z (marca
de la primera ¢). No existe transicion para (¢, Z) porque en estado ¢; la
maquina solo espera a’s, Y’s o b: al no encontrar ninguna b sin marcar, la
méquina se detiene y rechaza. Esto demuestra que aabee ¢ {a™b™c"}.
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4.1.4 Codificacién
a. Simulador genérico de Maquina de Turing

La clase MagquinaTuring almacena las transiciones en un diccionario
donde cada clave corresponde a un par (estado, simbolo), y cada
valor indica el nuevo estado, el simbolo que debe escribirse y la direccion
del movimiento de la cabeza.

El método e jecutar () procesa la cinta transicién por transicion hasta
alcanzar un estado de aceptacion, un estado de rechazo o un limite maximo
de pasos.

b. Simulador genérico de Maquina de Turing

La clase MaquinaTuring recibe las transiciones como un diccionario
donde cada clave es una tupla (estado, simbolo) y cada valor es
una tupla (nuevo_estado, simbolo_a_escribir, direccidn).
El método e jecutar simula la maquina paso a paso hasta alcanzar un
estado de aceptacion, rechazo, o un limite de pasos.
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Cébdigo 4.1: Clase MaquinaTuring —--- simulador genérico

1 class MaquinaTuring:

2 def _ init__ (self, transiciones, g_inicial, g _aceptar, g_rechazar):
3 self.transiciones = transiciones

4 self.g _inicial = g_inicial

5} self.g _aceptar = g_aceptar

6 self.qg _rechazar = g_rechazar

7

8 def ejecutar(self, entrada, max_pasos=10000) :

9 cinta = list (entrada) if entrada else [’_']

10 posicion = 0

11 estado = self.g inicial

12 pasos = 0

13 while pasos < max_pasos:

14 if estado == self.qg_aceptar:

15 return True, '’ .join(cinta).rstrip(’_’), pasos

16 if estado == self.g rechazar:

17 return False, '’ .join(cinta).rstrip(’_"), pasos

18 # Leer simbolo actual (blanco si estd fuera de la cinta)
19 simbolo = cinta[posicion] if posicion < len(cinta) else ’'_’/
20 clave = (estado, simbolo)

21 # Sin transicidn definida: rechazar

22 if clave not in self.transiciones:

23 return False, ’'’.join(cinta) .rstrip(’_’"), pasos

24 nuevo_estado, escribir, direccion = self.transiciones[clave]
25 # Extender cinta si la cabeza estd mds alld del final

26 while posicion >= len(cinta):

27 cinta.append(’_")

28 cinta[posicion] = escribir

29 if direccion == ’'R’:

30 posicion += 1

31 elif direccion == 'L’ and posicion > 0:

32 posicion -= 1

33 estado = nuevo_estado

34 pasos += 1

35 return None, ’’.join(cinta).rstrip(’_"), pasos

c. Implementacién de la MT para a"b"c"

La implementacion se apoya en el simulador genérico, particularizandolo
con la tabla de transiciones diseniada para este lenguaje.

La funciéon main articula el flujo: lee la cadena, instancia la M'T con
sus transiciones y reporta el resultado junto con el nimero de pasos
consumidos.
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Cddigo 4.2: Funcidn principal

3 def main() :

4 cadena = leer ("Ingrese la cadena (a’'s, b’s y c’s): ")
5 mt = crear_mt_anbncn ()

6 resultado, cinta, pasos = mt.ejecutar (cadena)

7 imprimir_resultado (cadena, resultado, pasos)

Dos funciones auxiliares atienden la consola: una recoge la cadena del
usuario y la otra imprime el resultado.

Cédigo 4.3: Funciones de entrada y salida

9 def leer (texto):

10 return input (texto)

11

12 def imprimir_resultado (cadena, es_aceptada, pasos):

13 if es_aceptada:

14 print (£"’ {cadena}’: ACEPTADA ({pasos} pasos)")
15 else:

16 print (£"’ {cadena}’: RECHAZADA ({pasos} pasos)")

Por tdltimo, la funcién de creacion traduce a codigo todas las transiciones
del diseno.

Cédigo 4.4: Creacidén de la MT para a"b"c

|

18 def crear_mt_anbncn () :

19 transiciones = {

20 ("q0", "a"): ('gql", X", 'R"),
21 (’qO,l ,Y,): (’q4,1 ,Y,l ,R,)I
22 ("ql’, "a’"): (‘gql", "a’', 'R"),
23 (’qlll ,Y,): (’qlll ,Y,I ,R,)I
24 ("ql’, 'b’): ("q2', 'Y', 'R’),
25 (,q2,I Ibl): (,q2,l Ibl, IRI),
26 (,q2,1 ,Z,): (,qzll ,Z,! ,R,)I
27 ("q2", 'c’"): ("g3", 'z'", 'L"),
28 (’q3,1 ,a,): (,q3,1 ,a,l ,L,)I
29 ("q3", 'b"): ("g3", 'b", 'L"),
30 (’q3,l ,Y,): (’q3,l ,Y,I ,L’)I
31 ("q3", "z2"): ("g3", 'z'", 'L"),
32 (’q3l, IXI): (’qol, IXI, IRI),
33 (,q4,1 ,Y,): (,q4ll ,Y,! ,R,)I
34 (’q4l, IZI): (’q4l, IZI, IR’),
35 (,q4,1 ,_,): (,qall ,_,l ,R,)I
36 }

37 return MaquinaTuring(transiciones, ’'g0’, ’'ga’, ’qr’)
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4.2. Equivalencia de modelos de computo

La empresa ChipArch, especializada en disenio de procesadores para
aplicaciones especificas, necesita determinar si construir procesadores con
multiples unidades de memoria aporta mayor poder computacional que un
procesador con una sola unidad. El equipo de arquitectura quiere saber
si estas variantes mas complejas pueden resolver problemas que el modelo
basico no puede, o si solo ofrecen ventajas de eficiencia.

4.2.1 Analisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

ChipArch necesita determinar si las variantes de Maquinas de Turing
(multiples cintas, no determinismo, cinta bidireccional) pueden resolver
problemas que la MT bésica de una cinta no puede. De la respuesta
depende si la inversién en hardware mas complejo se justifica por mayor
poder computacional o solo por mayor eficiencia.

b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Para responder a la pregunta de ChipArch hay que fijar un punto
de referencia, las extensiones bajo evaluacion y el criterio que decide la
comparacion:

Informacion necesaria | Descripcién

Modelo béasico El procesador con una sola unidad de
memoria

Variantes a evaluar Procesadores con multiples unidades u otras
extensiones

Criterio de comparacién | Si resuelven los mismos problemas o no

4.2.2 Diseno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

= ENTRADA: Las variantes de procesador a comparar con el modelo
bésico.
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» PROCESAMIENTO: Determinar si cada variante puede resolver
problemas que el modelo basico no puede, o si solo ofrece ventajas
de diseno.

= SALIDA: Conclusiéon sobre si las variantes anaden poder
computacional o solo conveniencia.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Variantes de Maquinas de Turing

El modelo béasico de Maquina de Turing utiliza una sola cinta y funciona
de manera determinista. Sin embargo, existen otras variantes que modifican
algunas de sus caracteristicas.

MT con maultiples cintas. En lugar de una tnica cinta, la maquina
dispone de k cintas, cada una con su propia cabeza de lectura y escritura.
En cada paso puede leer los simbolos de todas las cintas y moverse de
manera independiente sobre cada una de ellas.

Esta variante facilita la construccion de algoritmos, ya que permite
separar distintas tareas entre las cintas. Por ejemplo, una cinta puede
almacenar la entrada, otra utilizarse como memoria de trabajo y otra
contener el resultado.

Ejemplo intuitivo: para sumar dos numeros, el primer operando
podria ubicarse en la cinta 1, el segundo en la cinta 2 y el resultado
escribirse en la cinta 3. Con una sola cinta, la maquina tendria que
desplazarse continuamente entre los operandos y la zona de escritura.

MT no determinista. En una MT no determinista, la funciéon de
transiciéon puede definir varias acciones posibles para un mismo estado
y simbolo leido. La méquina acepta la entrada si al menos una secuencia
de decisiones conduce a un estado de aceptacion.

Cinta infinita en ambas direcciones. En el modelo clasico, la
cinta es infinita inicamente hacia la derecha. Algunas variantes permiten
extenderla infinitamente en ambas direcciones.
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El teorema de equivalencia.

Teorema [Hopcroft et al., 2000, Sipser, 2012],
Hennie and Stearns, 1966]: Todas las variantes mencionadas son
equivalentes en poder computacional a la MT basica de una
cinta determinista. Reconocen la misma clase de lenguajes.

El teorema tiene tres consecuencias inmediatas: las variantes son mas
convenientes o eficientes, pero no mas poderosas; cualquier problema que
resuelva una MT de 10 cintas también puede resolverlo una MT de 1
cinta; y el concepto de “computable” resulta estable, sin depender de los
detalles del modelo. Esto permite usar el modelo mas conveniente para
cada situacion sin ganar ni perder poder computacional.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

De la seccién anterior se reutiliza el simulador genérico de MT y la
estrategia de marcado. La implementacién de {a"b"c"} demuestra que,
aunque el disenio con multiples cintas es mas intuitivo, el modelo basico de
una cinta es suficiente para resolver el mismo problema.

d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

Para responder la pregunta de ChipArch, se disena una MT de 2 cintas
para el mismo lenguaje {a"b"c"} de la seccién anterior, y se compara con
la MT de 1 cinta ya disefiada.

MT de 2 cintas para {a"b"c"}

La segunda cinta actia como memoria auxiliar independiente. La
estrategia es lineal: contar las a’s en la cinta 2, verificar que haya la misma
cantidad de b’s, y luego la misma cantidad de ¢’s.

Estrategia:
1. Fase 1 (¢; — qo): Escribir un centinela $ al inicio de la cinta 2.

2. Fase 2 (qo): Para cada a en la cinta 1, escribir una X en la cinta 2.
Ambas cabezas avanzan a la derecha.
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3. Fase 3 (¢1): Al encontrar la primera b, la cinta 2 retrocede. Para
cada b en la cinta 1, la cinta 2 retrocede una posiciéon sobre las X’s.
Al llegar al centinela $, se confirma que #b = #a.

Fase 4 (¢;): Para cada c en la cinta 1, la cinta 2 avanza sobre las
X’s. Al terminar, si ambas cintas estan en blanco simultaneamente,
se confirma que #c = #a y se acepta.

Funcién de transicién (2 cintas):

En cada transicién se indica: estado actual, (simbolo cinta 1, simbolo
cinta 2) — nuevo estado, (escritura cinta 1, escritura cinta 2), (direccién
cinta 1, direccién cinta 2). La direccién S significa “quedarse”.

Estado, Simbolos Transiciéon Descripcion
¢, (a, U) qo, (a, $), (S, R) | Escribir centinela
o, (a, U) qo, (a, X), (R, R) | Contar a: escribir X
o, (b, L) ¢, (b, ), (S, L) | Fin de a’s, retroceder cinta 2
¢, (b, X) ¢, (b, X), (R, L) | Verificar b: retroceder sobre X
a, (¢, $) 02, (¢, %), (S, R) | #b = #a confirmado
q, (b, 9) qr, (b,%), (S, S) | Mas b’'s que a’s: rechazar
q1, (¢, X) qr, (¢, X), (S, S) | Menos b’s que a’s: rechazar
¢z, (¢, X) ¢, (¢, X), (R, R) | Verificar ¢: avanzar sobre X
q2, (L, L) qa, (U, L), (S, S) | #c = #a confirmado: aceptar
q2, (¢, L) qr, (¢, L), (S, S) | Més ¢’s que a’s: rechazar
72, (U, X) qr, (U, X), (S, S) | Menos ¢’s que a’s: rechazar

Comparacién: 1 cinta vs. 2 cintas

Caracteristica 1 cinta 2 cintas
Transiciones 16 11
Estados (sin qq, ¢) 5 4
Recorrido de la cinta | Multiples pasadas | Una sola pasada
Lenguaje reconocido {a"b"c"} {a"b"c"}

Ambas MT reconocen el mismo lenguaje. La versién con 2 cintas resulta
mas sencilla de disenar y suele ser mas eficiente, pero no puede resolver
problemas que una MT de 1 cinta no pueda resolver. Esto muestra que
agregar mas recursos puede simplificar la computacion y reducir el tiempo
de ejecucion, aunque sin aumentar el poder computacional del modelo.
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4.2.3 Ejemplos de pruebas

Se ejecutan las mismas cadenas en ambas MT para verificar que
producen el mismo resultado.

a. Ejemplo 1

Entrada: w = abc  Esperado: ACEPTADA en ambas MT

MT de 1 cinta (8 pasos): Marca a con X, busca b y la marca con Y,
busca ¢ y la marca con Z. Vuelve al inicio, no encuentra més a’s y verifica
que todo esté marcado.

MT de 2 cintas (7 pasos): Escribe centinela, copia la a como X en cinta
2. Verifica la b retrocediendo al centinela. Verifica la ¢ avanzando sobre la
X. Ambas cintas terminan en blanco: acepta.

b. Ejemplo 2

Entrada: w = aaabbbccc  Esperado: ACEPTADA en ambas MT

MT de 1 cinta (46 pasos): Realiza tres ciclos completos de marcado,
recorriendo la cinta de extremo a extremo en cada uno.

MT de 2 cintas (13 pasos): Escribe 3 X’s en la cinta 2, retrocede 3
posiciones al verificar las b’s, avanza 3 posiciones al verificar las ¢’s. Una
sola pasada.

La diferencia de pasos (46 vs. 13) crece con el tamano de la entrada,
pero el resultado es siempre el mismo.

c. Ejemplo 3

Entrada: w = aabcc  Esperado: RECHAZADA en ambas MT

MT de 1 cinta (9 pasos): Marca la primera a y la primera b. En
el segundo ciclo, marca la segunda a pero no encuentra una segunda b.
Rechaza.

MT de 2 cintas (6 pasos): Escribe 2 X’s en cinta 2. Al verificar la
Unica b, retrocede una posicién pero encuentra X en vez de $, lo que indica
menos b’s que a’s. Rechaza.
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4.2.4 Codificaciéon
a. Simulador de MT de miltiples cintas

La clase MaguinaTuringMulticinta amplia el simulador basico
para trabajar con varias cintas. Cada transiciéon recibe una tupla de
simbolos (uno por cinta) y produce las correspondientes tuplas de escritura
y movimiento. La direccion S indica que la cabeza permanece en la misma
posicién.

La primera parte de la clase implementa la inicializacion y las
operaciones necesarias para leer el contenido de las cintas:

Cédigo 4.5: Clase MaquinaTuringMulticinta

1 class MaquinaTuringMulticinta:

2 def _ init__ (self, transiciones, g_inicial, g_aceptar, g_rechazar,
num_cintas) :
3 self.transiciones = transiciones
4 self.qg inicial = g _inicial
5 self.qg _aceptar = g_aceptar
6 self.qg rechazar = g_rechazar
7 self.num_cintas = num_cintas
8
9 def ejecutar(self, entrada, max_pasos=10000) :
10 # Cinta 1: entrada; cintas restantes: vacias (solo blancos)
11 cintas = [list (entrada) if entrada else [’'_’]]
12 for _ in range(self.num_cintas - 1):
13 cintas.append([’_"1)
14 posiciones = [0] % self.num_cintas
15 estado = self.qg inicial
16 pasos = 0
17 while pasos < max_pasos:
18 if estado == self.g _aceptar:
19 return True, self._cintas_str(cintas), pasos
20 if estado == self.q rechazar:
21 return False, self._cintas_str(cintas), pasos
22 # Leer el simbolo actual de cada cinta
23 simbolos = tuple(self._leer(cintas([i], posiciones[i])
24 for i in range(self.num_cintas))
25 clave = (estado, simbolos)
26 # Sin transicidén definida: rechazar
27 if clave not in self.transiciones:
28 return False, self._cintas_str(cintas), pasos
29 nuevo_estado, escrituras, direcciones = self.transiciones[clave
1
30 for i in range(self.num_cintas):
31 self._escribir (cintas[i], posiciones[i], escrituras[i])
32 posiciones[i] = self._mover (posiciones[i], direcciones[i],
cintas([i])
33 estado = nuevo_estado
34 pasos += 1

35 return None, self._cintas_str(cintas), pasos
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La segunda parte desarrolla el ciclo principal de ejecucion junto con las
operaciones de escritura y desplazamiento de cada cabeza:

Cddigo 4.6: Clase MaquinaTuringMulticinta

37 def _leer(self, cinta, pos):

38 return cinta[pos] if pos < len(cinta) else ’_'
39

40 def _escribir(self, cinta, pos, simbolo):

41 while pos >= len(cinta):

42 cinta.append(’_")

43 cinta[pos] = simbolo

44

45 def _mover (self, pos, direccion, cinta):

46 if direccion == ’'R’:

47 return pos + 1

48 elif direccion == 'L’ and pos > 0:

49 return pos - 1

50 return pos # ’S’ (Stay) o L en posicidn 0

51

52 def _cintas_str(self, cintas):

53 return [’’.join(c).rstrip(’_") for c in cintas]

b. Comparaciéon de MT de 1 cinta y 2 cintas

El programa ejecuta ambas MT sobre la misma cadena y compara tanto
el resultado como la cantidad de pasos realizados. La funciéon main () se
encarga de leer la cadena y llamar a la rutina de comparacion.

Cédigo 4.7: Funcidén principal y comparacién

3
4 def main() :

5 cadena = leer ("Ingrese la cadena (a’'s, b’s y c’s): ")
6 mtl = crear_mt_una_cinta()

7 rl, _, pl = mtl.ejecutar (cadena)

8 mt2 = crear_mt_dos_cintas()

9 r2, _, p2 = mt2.ejecutar (cadena)

10 imprimir_comparacion (cadena, rl, pl, r2, p2)
11
12 def leer (texto):

13 return input (texto)

14

15 def imprimir_comparacion (cadena, rl, pl, r2, p2):
16 vl = "ACEPTADA" if rl else "RECHAZADA"

17 v2 = "ACEPTADA" if r2 else "RECHAZADA"

18 print (f"Cadena: ’{cadena}l’")

19 print (f" 1 cinta: {vl} ({pl} pasos)")

20 print (f" 2 cintas: {v2} ({p2} pasos)")

21 print (f" Mismo resultado: {rl == r2}")
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La MT de 2 cintas se define mediante 11 transiciones organizadas en
cuatro etapas: colocacion del centinela, conteo de simbolos a, verificacién
de simbolos b y verificacién de simbolos c.

Cédigo 4.8: Creacién de la MT de 2 cintas

23 def crear_mt_dos_cintas():

24 t = {

25 ("qi’, ("a’, '_')): ("q0’, ("a’, ’$'), ('S’, 'R')),
26 ("q0", (ra", "_")): ("q0", (ra’, 'Xx"), ('R’, 'R")),
27 ("q0’, ("b’, '_’)): ("ql’, ('b’, '_'), ('s’, 'L')),
28 ("ql’, ("b’, 'X')): (‘ql’, ('b’, 'X’), ('R’, 'L')),
29 ('ql”, ('c’, "8')): ('q@2’, ('c’, 'S$"), ('S’', '"R")),
30 ("ql’, ("b’, ’$7)): ("qr’, ("b’, '87), ('S, 's')),
31 ("ql”, ('c’, 'X")): (‘qr’, ('c’, 'X"), ("S", "S")),
32 ("q2’, ("c’, 'X')): ("q2’, ("c’, 'X’), ('R’, 'R')),
33 ("qz", ("', "_")): (Pqat, (P, 7Y, (7ST, 'ST)),
34 ("q2’, ("c’, '_')): Car', ("c’, 1My, (Us7, 'Sy,
35 ("qz", (", 'X")): (fgqr’, ("_", 'X"), ("S", "S")),
36 }

37 return MaquinaTuringMulticinta(t, ’'qgi’, ’'qa’, ’'qr’, 2)

La MT de 1 cinta utiliza las 16 transiciones introducidas en la seccion
anterior:

Coédigo 4.9: Creacién de la MT de 1 cinta

39 def crear_mt_una_cintal() :

40 transiciones = {

P ("q0’, "a’): (‘ql’, 'X’, 'R’),
42 (’qol, IYI). (’q4’, IYI, IR’),
43 (,ql,l ,a,): (,qlll ,a,I ,R,)I
44 ("ql”, "Y"): ("ql’, "Y', 'R"),
45 ("gl”, 'b"): ("g2'", 'Y", 'R"),
46 (“q2’, 'b’): ("q2’, 'b’, 'R'),
47 (Iq2’, IZI): (Iq2l, IZI, IRI),
18 ("q2’, 'c’): ("q3', 'z', 'L’),
49 (’q3l, Ial): (Iq3l, IaI, ILI),
50 ("q3’, 'b’): ("q3’, 'b’, 'L'),
51 ("g3", 'Y"): ("g3", "Y', 'L"),
52 (’q3,1 ,Z,): (’q3,1 ,Z,l ,L,)I
53 ("gq3", 'X"): ("g0", 'X", 'R"),
54 (’q4,l ,Y,): (,q4,l ,Y,I ,R,)I
55 ("q4", '2"): ("g4", 'z2", 'R"),
56 (’q4l, I_I): (Iqal, I_I, IRI),
57 }

58 return MaquinaTuring (transiciones, ’"qg0’, 'ga’, ’'qr’)
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4.3. Los limites de la computacion

La empresa AutoCheck desarrolla herramientas de analisis estatico
para equipos de desarrollo. Sus clientes solicitan una funcionalidad
ambiciosa: un modulo que determine automaticamente si cualquier
fragmento de codigo enviado terminard su ejecucidon o entrara en un
ciclo infinito. El equipo necesita comprender si esta funcionalidad es
tedricamente posible antes de invertir recursos en su desarrollo.

4.3.1 Analisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

Dado un programa arbitrario y una entrada, determinar si el programa
terminara su ejecucion para esa entrada, o si entrard en un ciclo infinito.
Mas ampliamente: ;cudles son los limites fundamentales de lo que un
algoritmo puede decidir?

b. ;Cual es la informacién necesaria?

A diferencia de los problemas anteriores, aqui los datos no son una
cadena sino una pieza de software junto con el contexto en el que se
ejecutaria:

Informacién necesaria | Descripcion

Programa a analizar El cédigo que se quiere verificar

Entrada del programa Los datos con los que se ejecutaria

Pregunta a responder Si el programa terminarda o no para esa
entrada

4.3.2 Diseno / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

» ENTRADA: Un programa y una entrada para ese programa.

= PROCESAMIENTO: Determinar si el programa terminara su
ejecucion para esa entrada.
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= SALIDA: Indicar si el programa termina o no, o concluir que el
problema no tiene solucién general.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Lenguajes decidibles y reconocibles

Las MT tienen una caracteristica peculiar que los modelos anteriores no
tenian: pueden entrar en un ciclo infinito y nunca detenerse. Esto genera
una distincién importante.

Analogia: el verificador y el buscador

= Un verificador: “;Estd el nimero 42 en esta lista ordenada?” El
programa recorre la lista y siempre termina con una respuesta: “si”
o “no”. Este comportamiento corresponde a un problema decidible.

= Un buscador: “; Existe una entrada que haga fallar este programa?”
Si el sistema encuentra un caso que produce el error, puede
responder: “si, aqui estd”. Sin embargo, si no encuentra ninguno,
no necesariamente puede concluir que no existe; podria seguir
buscando indefinidamente. Este comportamiento se relaciona con la
reconocibilidad.

Definiciones formales

Un lenguaje L es Turing-reconocible (o recursivamente
enumerable) si existe una MT que:

= acepta toda cadena w € L,

» y para toda cadena w ¢ L, puede rechazarla o continuar
ejecutandose indefinidamente.
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Un lenguaje L es Turing-decidible (o recursivo) [Sipser, 2012] si
existe una MT que:

» Acepta toda cadena w € L (dice “si” correctamente).

» Rechaza toda cadena w ¢ L (dice “no” correctamente).

» Siempre termina (nunca se queda pensando para siempre).

\ v

La distincion entre decidible y reconocible tiene consecuencias practicas.
Para un problema decidible se puede escribir un programa que siempre
da una respuesta. Para un problema solo reconocible se puede escribir un
programa que responde “si” cuando la respuesta es positiva, pero ante una
respuesta negativa el programa podria no terminar nunca; en la practica,
no se sabe si estd tardando mucho o si no terminara jamas.

Ejemplo 3: Un lenguaje reconocible pero no decidible

Consideremos el problema de determinar si un programa termina su
ejecuciéon o entra en un ciclo infinito. Analicemos los siguientes ejemplos:

-

# Programa A: termina inmediatamente
def programa_A() :
return 42

# Programa B: nunca termina
def programa_B() :
while True:
pass

© 0 N Otk W N

10 # Programa C: ;termina para cualquier valor?
11 def programa_C(n) :

12 while n != 1:

13 ifn %2 == 0:

14 n=mn// 2

15 else:

16 n=23%*n+ 1
17 return n

El programa A termina inmediatamente, mientras que el programa B
entra en un ciclo infinito. En cambio, el comportamiento del programa
C esta relacionado con la conjetura de Collatz, un problema que atn
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permanece abierto: no se ha demostrado si el proceso termina para todos
los valores de n.

El lenguaje de los programas que terminan:
Sea Liermina = {todos los programas que eventualmente terminan}.

{Es reconocible? Si. Podemos escribir un “verificador” que recibe un
programa, lo ejecuta paso a paso, y si termina, dice “si”. Para el programa
A, nuestro verificador rapidamente dira “si”.

)

{Es decidible? No. El problema aparece con programas como B y C:

= Para el programa B, nuestro verificador se quedara ejecutandolo para
stempre.

= Para el programa C, jcuanto tiempo debemos esperar? No hay forma
de saber cuando “rendirse”.

Jerarquia de lenguajes

La siguiente tabla resume las clases de lenguajes y sus reconocedores:

Clase Reconocedor Ejemplo
Regular AFD, AFN a*b*
Libre de contexto PDA ab"
Decidible MT (siempre termina) ab"c"
Reconocible (no decidible) | MT (puede no terminar) | Liermina

Estas clases forman una jerarquia:

Regular C Libre de contexto C Decidible C Reconocible.

La Tesis de Church-Turing

En la década de 1930, los matematicos intentaban responder una
pregunta fundamental: jqué significa que un problema pueda resolverse
mediante un procedimiento mecdanico?

En 1936, distintos investigadores desarrollaron modelos formales para
describir la computacion:
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Alan Turing introdujo las Maquinas de Turing.

Alonzo Church desarrollé el calculo lambda.

Kurt Godel, junto con Jacques Herbrand, definié las funciones
recursivas, formalizadas posteriormente por Kleene [Kleene, 1936].

Emil Post propuso un modelo combinatorio finito equivalente
[Post, 1936].

Estos formalismos resultaron ser matematicamente equivalentes.
La equivalencia entre las Maquinas de Turing y el cdlculo lambda fue
demostrada por el propio Turing [Turing, 1937].

Tesis de Church-Turing [Turing, 1936/ |Church, 1936]: Todo pro-
ceso que intuitivamente consideramos “computable” o “algoritmico”
puede ser realizado por una Maquina de Turing.

La palabra “tesis” se utiliza de manera intencional, ya que este enunciado
no corresponde a un teorema demostrable en sentido estricto. La razon es
que involucra la nociéon de “computable de manera intuitiva”, la cual no
posee una definicion matematica formal. En términos generales, la tesis
afirma que todo problema que pueda resolverse mediante un procedimiento
efectivo puede ser computado por una maquina de Turing.

Existen varias razones que apoyan esta idea. A lo largo del tiempo
se han propuesto distintos modelos de computacién y, aunque fueron
desarrollados de manera independiente, todos resultan equivalentes
en poder computacional. Ademds, cualquier algoritmo conocido puede
implementarse mediante una maquina de Turing. Incluso cuando el modelo
se modifica o se introducen variantes mas complejas, la capacidad de
computo no cambia realmente. Hasta hoy tampoco se ha encontrado
un modelo razonable de computacién capaz de resolver problemas no
computables por una maquina de Turing.

La tesis tiene consecuencias fundamentales en informatica. Lenguajes
como Python, Java, C o Haskell poseen el mismo poder computacional
que una maquina de Turing. Por ello, las diferencias entre estos lenguajes
no estan en lo que pueden calcular, sino en aspectos como el rendimiento,
la facilidad de programacion o el paradigma utilizado.

De manera similar, si se demuestra que una maquina de Turing no
puede resolver un problema, entonces ningin programa podra resolverlo,
independientemente del lenguaje empleado. La computabilidad tampoco
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depende del hardware especifico: un computador moderno o incluso uno
cuantico puede ejecutar ciertos calculos de forma mas eficiente, pero no
resolver problemas que estén fuera de los limites de la computacion Turing.

Indecidibilidad y el problema de la parada

. Pueden las MT resolver todo problema bien definido? La respuesta es
no.

El ejemplo méas famoso es el Problema de la Parada (Halting
Problem) [Turing, 1936]:

Problema de la parada: Dado un programa y una entrada,
Jterminara el programa cuando se ejecute con esa entrada?

{Por qué es indecidible?

No existe ningtin programa que resuelva este problema. La demostracion
usa un argumento de autorreferencia, similar a paradojas clasicas.

Consideremos la oracion “Esta oracion es falsa”.

= Si es verdadera, entonces lo que dice es cierto, asi que es falsa.
iContradiccién!

= Si es falsa, entonces lo que dice es incorrecto, asi que es verdadera.
jContradiccién!

La demostracion de Turing se basa en construir un programa hipotético
que, al analizarse a si mismo, produce una contradiccion: si termina, no
deberia terminar; y si no termina, deberia hacerlo.

Esta contradiccién prueba que el programa H que resuelve el problema
de la parada no puede existir.

Las consecuencias practicas son directas: no puede existir un “depurador
perfecto” que siempre detecte si un programa terminara. Las herramientas
de andlisis pueden detectar algunos ciclos infinitos obvios, pero siempre
habra programas para los cuales no podran decidir.

Otros problemas indecidibles:

= ; Acepta este programa alguna entrada?

» ;Rechaza este programa todas las entradas posibles?




268 Maquinas de Turing y Calculo Lambda

= ;Hacen dos programas lo mismo para todas las entradas?

= ;Cumple este codigo su especificacion?

En general, casi cualquier pregunta interesante sobre el comportamiento
de un programa es indecidible. Este hecho se formaliza mediante el
Teorema de Rice [Rice, 1953]: toda propiedad no trivial del lenguaje
reconocido por una Maquina de Turing es indecidible.

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

La jerarquia de lenguajes presentada en este capitulo continia la
progresion estudiada anteriormente:

Regular € LLC C Decidible C Reconocible.

Cada nivel incluye a los anteriores y permite describir problemas que los
modelos previos no podian resolver.

d. ;Cual es el diseno de la solucién?

El moédulo solicitado por los clientes de AutoCheck, un verificador
universal capaz de determinar si cualquier fragmento de cédigo terminara,
no puede existir. El problema de la parada demuestra que no existe
un algoritmo capaz de responder esta pregunta para todos los programas
posibles. Esta no es una limitacién tecnoldogica ni un problema de eficiencia,
sino una restriccion fundamental de la computacion.

Solucién practica: verificacién acotada

Aunque el problema general es indecidible, una versién restringida si
puede resolverse: dado un programa y un limite maximo de pasos, es
posible determinar si el programa termina dentro de ese limite ejecutandolo
paso a paso.

Estrategia del verificador acotado:

1. Recibir el programa P, su entrada x y un limite de pasos N.

2. Ejecutar P(x) paso a paso, manteniendo un contador de ejecuciones.
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3. Si P finaliza antes de alcanzar N pasos, reportar “TERMINA”
junto con el resultado.

4. Si P alcanza el limite sin finalizar, reportar
“INDETERMINADO”.

(Por qué funciona? El verificador siempre termina después de
ejecutar, como maximo, N pasos, por lo que el procedimiento es decidible.
Sin embargo, si el programa supera ese limite, no es posible saber si
finalizard mas adelante o si continuara ejecutandose indefinidamente. Esta
es precisamente la dificultad asociada al problema de la parada.

Para AutoCheck se propone implementar este verificador acotado como
una herramienta configurable de andlisis. Cada cliente puede definir el
limite de pasos segun el tipo de programa que desee evaluar.

El sistema puede producir tres resultados:

» TERMINA: el programa finaliza dentro del limite establecido.

= INDETERMINADO: el programa supera el limite sin finalizar,
por lo que no es posible concluir si terminara o no.

= ERROR: ocurre una falla durante la ejecucion del programa.

4.3.3 Ejemplos de pruebas

Se prueba el verificador acotado con tres programas que ilustran los
diferentes escenarios. El limite de pasos se establece en 1000.

a. Ejemplo 1

Programa: factorial (5) Limite: 1000 pasos
Resultado: TERMINA en 5 pasos (resultado: 120).

El factorial de 5 realiza exactamente 5 multiplicaciones. El verificador
detecta la terminacion rapidamente y reporta el resultado con confianza.

b. Ejemplo 2

Programa: collatz (27) Limite: 1000 pasos
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Resultado: TERMINA en 111 pasos.

La secuencia de Collatz para n = 27 es notoriamente larga: alcanza un
valor maximo de 9232 antes de descender a 1. Aunque nadie ha demostrado
que la conjetura de Collatz sea verdadera para todo n, para esta entrada
particular el verificador confirma la terminaciéon dentro del limite.

c. Ejemplo 3

Programa: collatz (9780657630) Limite: 1000 pasos
Resultado: INDETERMINADO (superé los 1000 pasos).

Para este valor, la secuencia de Collatz necesita mas de 1000 pasos para
llegar a 1. Por ello, el verificador no puede concluir si el programa terminara
o no dentro del limite establecido.

Este ejemplo muestra una de las dificultades fundamentales del problema
de la parada: un programa puede terminar después de una gran cantidad
de pasos, pero el verificador no puede saberlo sin continuar la ejecucion.
Por esta razon, ningtin limite finito permite identificar correctamente todos
los programas que terminan.

4.3.4 Codificacién
a. Verificador acotado de terminacién

Si bien el problema de la parada es indecidible en general, una
version acotada si es decidible: dado un programa y un limite de pasos,
podemos verificar si el programa termina dentro de ese limite simplemente
ejecutandolo.

main ofrece un menu al usuario para seleccionar un programa, ingresar
un valor y definir el limite de pasos.
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Cddigo 4.10: Funcidn principal

1 def main() :

2 programa = leer ("Programa (factorial, collatz): ")

3 n = int (leer ("Ingrese el valor de entrada: "))

4 max_pasos = int (leer ("Limite de pasos: "))

5} if programa == "factorial":

6 resultado, pasos = ejecutar_acotado(factorial, n, max_pasos)
7 elif programa == "collatz":

8 resultado, pasos = ejecutar_acotado(collatz, n, max_pasos)

9 else:

10 print ("Programa no reconocido")

11 return

Jun
M

imprimir_resultado (programa, n, resultado, pasos)

Las funciones de entrada y salida gestionan la interaccién con la consola
y dan formato a los tres posibles resultados: TERMINA, INDETERMINADO
0 ERROR.

Cddigo 4.11: Funciones de entrada y salida

14 def leer (texto):

15 return input (texto)

16

17 def imprimir_resultado (programa, n, resultado, pasos):

18 if resultado is not None:

19 print (f"{programa} ({n}): termino en {pasos} pasos (resultado: {
resultado})")

20 else:

21 print (f" {programa} ({n}): excedio {pasos} pasos (no sabemos si

termina) ")

b. Ejecucién acotada y programas de ejemplo

La funcién ejecutar_acotado envuelve la ejecucién de un programa
con un limite de pasos. Si el programa termina antes del limite, reporta el
resultado; si excede el limite, no puede concluir si terminard eventualmente:
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Cédigo 4.12: Ejecucidn acotada y excepcidn de limite

23 def ejecutar_acotado(programa, entrada, max_pasos):

24 try:

25 resultado, pasos = programa (entrada, max_pasos)
26 return resultado, pasos

27 except PasosExcedidos as e:

28 return None, e.pasos

29

30 class PasosExcedidos (Exception) :
31 def _ init__ (self, pasos):
32 self.pasos = pasos

Las funciones factorial y collatz implementan dos programas de
ejemplo. El factorial siempre termina, mientras que la conjetura de Collatz
ilustra un caso donde no sabemos si termina para todo valor de entrada:

Cddigo 4.13: Programas de ejemplo con contador de pasos

34 def factorial (n, max_pasos):

35 resultado = 1

36 pasos = 0

37 for i in range(l, n + 1):

38 resultado *= i

39 pasos += 1

40 if pasos > max_pasos:

41 raise PasosExcedidos (pasos)
42 return resultado, pasos

43

44 def collatz(n, max_pasos) :

45 pasos = 0

46 original = n

47 while n != 1:

48 ifn %2 == 0:

49 n=n// 2

50 else:

51 n=3xn+1

52 pasos += 1

53 if pasos > max_pasos:

54 raise PasosExcedidos (pasos)

55 return original, pasos
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4.4. Computaciéon basada en funciones

La empresa FuncTech explora nuevos paradigmas de programacion
para sus productos de procesamiento de datos. El equipo ha notado que
muchos errores provienen del manejo de estado mutable y quiere adoptar
un enfoque puramente funcional. Surge la pregunta: jes posible expresar
toda la computacién usando tinicamente funciones, sin variables mutables,
sin memoria explicita y sin pasos secuenciales? ;Tendria este enfoque el
mismo poder que los modelos basados en maquinas?

4.4.1 Anaélisis / Abstraccién

a. ;Cual es el problema a resolver?

Entender cémo representar procesos computacionales utilizando
tnicamente funciones. En particular, como expresar datos (ntmeros,
booleanos) y operaciones (suma, multiplicaciéon) sin recurrir a tipos de
datos nativos, sino solamente mediante definicion y aplicacién de funciones.

b. ;Cual es la informacién necesaria?

Antes de evaluar el enfoque puramente funcional conviene delimitar qué
se puede usar, qué hay que representar y qué pregunta se quiere responder:

Informacion necesaria

Operaciones permitidas
Datos a representar

Pregunta a responder

Descripcion

Unicamente definir y aplicar funciones
Numeros, booleanos, operaciones
aritméticas

Si este enfoque tiene el mismo poder que los
modelos con maquinas

4.4.2 Disefio / Descomposicién

a. ;Cuales son los pasos logicos necesarios para resolverlo?

» ENTRADA: Un conjunto de operaciones a realizar (aritmética,

logica).
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= PROCESAMIENTO: Expresar datos y operaciones usando
unicamente funciones, sin tipos de datos nativos ni estado mutable.

= SALIDA: Demostrar que el enfoque funcional puede representar la
misma computacién que los modelos basados en maquinas.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Los tres elementos del calculo lambda

Las expresiones (llamadas A-términos) se construyen con solo tres
elementos [Barendregt, 1984], (Church, 1936):

s N

» Variables: z,y, z,... (nombres para valores)

» Abstraccién: A\z.E (definir una funcién que recibe z y retorna
E, donde F es el cuerpo de la funcién)

» Aplicacién: E; Es (aplicar la funcién E; al argumento Es)

Ejemplos:

» \z.x — La funcién identidad. Recibe x y retorna x sin cambios.
= \x.\y.x — Recibe dos argumentos, retorna el primero.

= \x.\y.y — Recibe dos argumentos, retorna el segundo.

Nota sobre funciones con varios argumentos: en calculo lambda,
toda funcién recibe un tnico argumento. Por ello, una funciéon de dos
argumentos se representa como una funciéon que recibe el primero y
retorna otra encargada de recibir el segundo. Este proceso se conoce como
currificacién.

Por ejemplo, A\z.\y.x funciona asi:

1. Recibe z y retorna la funcion Ay.x

2. Esta funcién recibe y y retorna x (ignorando y)
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La (-reducciéon

La Unica operacion del calculo lambda es
la f-reduccién [Barendregt, 1984]: cuando aplicamos una funcién a un
argumento, sustituimos el parametro por el argumento en el cuerpo de la
funcion.

s ~

Regla de p-reduccién:
(Ax.cuerpo) argumento —  cuerpolx := argumento]

Donde [z := argumento| significa “reemplazar cada = por el
argumento”.

Ejemplo 4: Funcion identidad

(Az.x)b — b

Paso a paso: La funcién es Azx.xz (el cuerpo es simplemente z). El
argumento es 5. Sustituimos x por 5 en el cuerpo: z[x := 5] = 5.

Ejemplo 5: Funcién aplicada a otra funcién

(Ar.z) (Ayy) —  Ayy

Paso a paso: El argumento ahora es otra funcién (Ay.y). Sustituimos z
por (Ay.y) en el cuerpo z, obteniendo (Ay.y).

Ejemplo 6: Aplicaciones anidadas (dos argumentos)

Evaluemos (Az.\y.x) a b paso a paso:
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1. Expresion inicial: (Az.\y.z)ab
2. Primera reduccion: Aplicamos (Az.\y.z) al argumento a.

» Funcién: Az.\y.z (cuerpo: \y.x)
= Argumento: a
» Sustituimos z por a: (A\y.x)[z := a] = \y.a

Resultado: (Ay.a)b
3. Segunda reduccién: Aplicamos (A\y.a) al argumento b.

» Funcién: A\y.a (cuerpo: a)

= Argumento: b

» Sustituimos y por b: aly := b] = a (la y no aparece en a, asi que
no cambia nada)

Resultado: a

Resumen:

(A y.x)ab — (Ay.a)b — a
Esta funcién “selecciona el primer argumento”: recibe a y b, retorna a.

Comparacién con Python

La sintaxis del cédlculo lambda inspir6 directamente las funciones
anénimas de muchos lenguajes:

Calculo Lambda | Python

A\x.x lambda x: x

AT Ay lambda x: lambda y: x
(Az.z)5 (lambda x: x) (5)

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

La organizacion general de los programas presentada en capitulos
anteriores, como el uso de funciones auxiliares, lectura de entrada
y generacion de resultados, puede reutilizarse para implementar y
experimentar con conceptos de calculo lambda en Python.
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d. ;Cuadl es el diseno de la solucién?

La respuesta para FuncTech es afirmativa: toda computacion puede
representarse utilizando inicamente funciones. Ademas, este enfoque posee
el mismo poder computacional que los modelos basados en maquinas.

Para demostrar esta idea, la solucion se desarrolla en tres etapas.

Paso 1: Representar datos como funciones (Numerales de
Church)

Aunque el céalculo lambda solo tiene variables, funciones y aplicacion,
es posible representar niimeros, booleanos, listas y cualquier estructura de
datos usando unicamente funciones.

El ntimero n se representa como una funciéon que aplica otra funciéon n
veces; en otras palabras, el nimero indica cuantas veces debe hacerse algo.

Esta codificacion fue introducida por Church [Church, 1941].

Numerales de Church:
» 0= )\f Az (aplica f cero veces, retorna x sin cambios)
s 1= )x.fx (aplica f una vez)
» 2= )\fAx.f(fx) (aplica f dos veces)
» 3= Af A x.f(f(f2)) (aplica f tres veces)

Intuicion: Imaginemos que f es “dar un paso” y x es “el punto de
partida”. Entonces:

» 0 significa “no dar ningin paso” (permanecer en x)

» 2 significa “dar dos pasos” (aplicar f dos veces desde z)

Verificando que 2 representa el nimero 2:

Recordemos que 2 = \f.Ax.f (f x): recibe una funciéon f y un valor z, y
aplica f dos veces. Dado que f y x pueden ser cualquier funciéon y valor,
podemos elegir un caso concreto para verificar. Si elegimos f = An.n + 1
(la funcién que suma 1 a su argumento, en Python lambda x: x + 1)
y z = 0, aplicamos dos -reducciones:
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2(Mmn+1)0=AfAz.f(fz)) (Ann+1)0

—5 (Ar.(Ann+1) (Ann+1)x))0 [sustituir f]
—5 (An.n+1) ((An.n+1)0) [sustituir z por 0]
—g (Ann+1)1 [reducir: 04 1 = 1]
—3 2 [reducir: 141 = 2]

Cada — 4 es una fS-reduccion: se sustituye el parametro por el argumento
en el cuerpo de la funcién. El resultado final es 2, confirmando que el
numeral de Church 2 representa correctamente el ntimero 2.

Paso 2: Definir operaciones como funciones puras
La funcién sucesor (SUCC):
Podemos definir operaciones aritméticas. El sucesor de n es n + 1:
SUCC = M Af A x.f (n fx)

Intuicion: Dado un numeral n que aplica f n veces, SUCC retorna un
numeral que aplica f una vez maés.

Calculando SUCC(1):

SUCC1 = (AnAfAz.f(nfx))l
— A Ar. f (1 fz)
= Az f(AfAx.fx)fx)
= Az f(fx)
=2

El sucesor de 1 es 2, como esperabamos.
Suma y multiplicacion:

SUMA = dm.AnAf A z.m f(n fx)
MULT = dm.An.Af.m (n f)

Intuicion de SUMA: Primero aplicar f n veces (obteniendo n f x), luego
aplicar f m veces mas.
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Intuicion de MULT: Aplicar “aplicar f n veces” m veces, lo que da mxn
aplicaciones de f.

Paso 3: Equivalencia con las Maquinas de Turing

El calculo lambda y las maquinas de Turing abordan la computacion
desde perspectivas distintas. La maquina de Turing modela el calculo
mediante estados y transiciones sobre una cinta, mientras que el cédlculo
lambda se fundamenta en la definicién y aplicacién de funciones.

Aunque ambos enfoques son muy diferentes, tienen el mismo poder
computacional, idea central de la tesis de Church-Turing [Turing, 1937].

Aspecto Maquina de Turing Calculo Lambda
Paradigma Imperativo Funcional

Idea principal Estados y transiciones Funciones y aplicacién
Memoria Cinta explicita Sustitucion de expresiones
Forma de computo | Ejecucién paso a paso | Reduccién de expresiones

El célculo lambda se considera la base tedérica de muchos lenguajes
funcionales [Roy, 2007]. Conceptos como funciones anénimas, funciones de
orden superior y currificaciéon aparecen hoy en lenguajes modernos como
Python, JavaScript y Haskell.

Para FuncTech, esto significa que adoptar un enfoque funcional no
reduce las capacidades de los sistemas desarrollados por la empresa. Los
mismos problemas que pueden resolverse con modelos imperativos también
pueden describirse mediante funciones puras.

4.4.3 Ejemplos de pruebas

Se verifica que los numerales de Church representan correctamente los
nimeros y que las operaciones aritméticas producen resultados correctos
mediante [-reducciones.

a. Ejemplo 1

Verificacion de numerales: Aplicando cada numeral a f = An.n + 1
y x = 0:
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0(A.n+1)0=\f x.x)(Ann+1)0—450
1(Ann+1)0=AfAre.fz) Ann+1)0 =5 (0+1) =1
2(Mn+1)0=AfAz.f(fz)(Ann+1)0 =5 (0+1)+1=2

Cada numeral aplica “sumar 1” el ntimero esperado de veces. 0 no aplica
la funcién (retorna 0 directamente), 1 la aplica una vez (0 — 1), 2 la
aplica dos veces (0 — 1 — 2). Los datos se representan correctamente
como funciones.

b. Ejemplo 2

Verificacién de SUCC: SUCC(2) debe dar 3.

SUCC2 = (AnAfAx.f(nfx))2

—g A Ax.f (2 fx) [sustituir n por 2]
= AfAxf (f(fx)) 2fz=f(f(2))]
_3

SUCC toma el numeral 2 (que aplica f dos veces) y retorna un numeral
que aplica f tres veces.

c. Ejemplo 3

Verificacién de SUMA: SUMA(1)(2) debe dar 3.

SUMA12 = (AmAnAfAdzmf(nfx))l2

—g ANf Al f(2fx) [sustituir m y n]
= Af Azl f(f(fx)) 2 fx=f(f(x))]
= Az f(f (fz)) 1fy=f(y)
=3

2 aplica f dos veces a z, y luego 1 aplica f una vez mas: 1 +2 = 3
aplicaciones en total.
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d. Ejemplo 4

Verificacién de MULT: MULT(2)(3) debe dar 6.

MULT 23 = (Am.AnAf.m(n f))23
—5 Af.2(3f) [sustituir m y n]

Sea g =3 f = Ax.f(f(f(z))), es decir, g aplica f tres veces. Entonces:

A2g=Af ) x.g(gz) [2 aplica g dos veces]
=M Ax.g (f(f(f(z)))) [g interno: 3 aplicaciones de f]
= A e f(f(f(f(f(f(x)))))) [g externo: 3 aplicaciones més]
—6

Aplicar “ f tres veces” (g) dos veces (2) produce 2 x 3 = 6 aplicaciones de
f. La aritmética completa funciona sin variables mutables ni tipos de datos
nativos, confirmando la viabilidad del enfoque funcional para FuncTech.

4.4.4 Codificacién
a. Numerales de Church

El primer programa construye el numeral de Church correspondiente al
numero ingresado por el usuario.

Cédigo 4.14: Funcidén principal y entrada/salida

1 def main() :

n = int (leer ("Ingrese un numero (0-9): "))
numeral = construir_numeral (n)

resultado = church_to_int (numeral)
imprimir_resultado (n, resultado)

def leer (texto):
return input (texto)

= O © 00 N O Oks W N

def imprimir_ resultado(n, valor):
print (f"E1 numeral de Church para {n} es: {valor}")

==
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La funcién church_to_int () convierte un numeral de Church a entero
aplicando la operacion “sumar 1”7 n veces sobre el valor inicial 0. Por
su parte, construir _numeral () genera cualquier numeral aplicando

repetidamente SUCC a partir de CERO.

Cébdigo 4.15: Conversidén, construccién y numerales base

13 def church_to_int (n) :

14 return n(lambda x: x + 1) (0)
15

16 def construir_ numeral (n):

17 numeral = CERO

18 for _ in range(n):

19 numeral = SUCC (numeral)
20 return numeral

21

22 CERO = lambda f: lambda x: x

23 SUCC = lambda n: lambda f: lambda x: f (n(f) (x))

b. Operaciones aritméticas con numerales de Church

El segundo programa incorpora operaciones aritméticas sobre numerales
de Church. El usuario puede seleccionar una operacion (SUCC, SUMA o
MULT) e ingresar los operandos correspondientes para obtener el resultado
evaluado.

La funcién main () recibe la operacion seleccionada y los operandos, y
ejecuta el calculo correspondiente.
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Cédigo 4.16: Funcidén principal

1 def main() :

2 operacion = leer ("Operacion (SUCC, SUMA, MULT): ")

3 if operacion == "SUCC":

4 n = int (leer ("Ingrese un numero: "))

5) numeral = construir_numeral (n)

6 resultado = church_to_int (SUCC (numeral) )

7 imprimir_resultado (£"SUCC ({n})", resultado)

8 elif operacion == "SUMA":

9 a = int (leer ("Primer numero: "))

10 b = int (leer ("Segundo numero: "))

11 resultado = church_to_int (SUMA (construir_numeral (a)) (
construir_numeral (b)))

12 imprimir_resultado (f"SUMA ({a}) ({b})", resultado)

13 elif operacion == "MULT":

14 a = int (leer ("Primer numero: "))

15 b = int (leer ("Segundo numero: "))

16 resultado = church_to_int (MULT (construir_numeral (a)) (
construir_numeral (b)))

17 imprimir_resultado (£"MULT ({a}) ({b})", resultado)

18 else:

19 print ("Operacion no reconocida")

La entrada de datos y la visualizacién del resultado se realizan mediante
funciones auxiliares encargadas de interactuar con la consola.

Cédigo 4.17: Funciones de entrada y salida

21 def leer (texto):

22 return input (texto)

23

24 def imprimir resultado (expresion, valor):
25 print (f"{expresion} = {valor}")

Las definiciones aritméticas reutilizan las funciones de conversién y
construccién del programa anterior, anadiendo las codificaciones de SUMA
y MULT como A-términos.
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Cddigo 4.18: Conversidn, construccidén y operaciones

27 def church_to_int (n):
28 return n(lambda x: x + 1) (0)

30 def construir_numeral (n) :

31 numeral = CERO

32 for _ in range(n):

33 numeral = SUCC (numeral)

34 return numeral

35

36 CERO = lambda f: lambda x: x

37 SUCC = lambda n: lambda f: lambda x: f (n(f) (x))

38 SUMA = lambda m: lambda n: lambda f: lambda x: m(f) (n(f) (x))
39 MULT = lambda m: lambda n: lambda f: m(n(f))

4.5. Ejercicios

4.5.1 Trazas de Maquinas de Turing

Para la MT que reconoce {0"1™ | n > 1} (Ejemplo 2 del capitulo), trace
la ejecucién completa para las siguientes cadenas:

a) w =01
b) w = 000111
c) w = 0111 (debe rechazar)

4.5.2 Diseno de Maquinas de Turing

Disene una MT que reconozca el lenguaje L = {w € {a,b}* |
w termina en ab}.

4.5.3 Clasificacién de lenguajes

Clasifique cada lenguaje como regular, libre de contexto (no regular), o
decidible (no LLC). Justifique brevemente.

a) Ly = {a"™ | n <m}

b) Ly = {a™"c" | n >0}
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c)

Lz = {ww?® | w € {a,b}*}

4.5.4 Clasificacién y diseno: palindromos binarios

Considere el lenguaje de los palindromos binarios L, = {w € {0,1}* |
w = wit},

a)

Clasifique Ly, dentro de la jerarquia de lenguajes. ;Es regular? ;Es
libre de contexto? ;Es decidible? Justifique cada respuesta.

Pista: Para descartar regularidad, use el lema de bombeo con la
cadena 0P10P. Para confirmar que es LLC, proponga una gramatica
libre de contexto.

Disenie una MT que reconozca L,,. La estrategia sugerida es: borrar
el primer simbolo (recordando si es 0 o 1), ir al final y verificar que
el ultimo coincida, borrarlo y volver al inicio. Repetir hasta que la
cadena quede vacia (aceptar) o haya discrepancia (rechazar).

Trace la ejecucién de su MT para las cadenas w = 1001 (debe
aceptar) y w = 1010 (debe rechazar).

Implemente su MT usando el simulador genérico MaquinaTuring
y verifique con las cadenas: 1001, 10101, 1010, 0, 11011.

4.5.5 [-reduccién en calculo lambda

Reduzca las siguientes expresiones paso a paso:

a)
b)

c)

(Ax.z) (A\y.y)
(Ax.A\y.z)ab

(Af(f2) (Ayy)

4.5.6 Analisis de decidibilidad

Determine si cada problema es decidible o indecidible. Justifique.

a)

Dado un AFD M, ;acepta M alguna cadena?
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b) Dada una GLC G, jgenera GG al menos una cadena?

¢) Dado un programa P y una entrada z, ;termina P(x) en menos de
1000 pasos?

d) Dados dos programas P; y P, jproducen la misma salida para toda
entrada?

4.5.7 Equivalencia de variantes de MT

Explique intuitivamente como una MT de una cinta puede simular una
MT de dos cintas.

4.5.8 Reflexion sobre los limites de la computacién

a) ;Implica la indecidibilidad del problema de la parada que nunca
podremos verificar programas? Explique qué pueden y qué no pueden
hacer las herramientas de verificacion.

b) Si la Tesis de Church-Turing es correcta, ;jqué implicaciones tiene
para la inteligencia artificial? ;Puede una IA resolver problemas que
una MT no puede?

4.5.9 Implementacion practica

Usando el simulador de Maquina de Turing proporcionado en la seccién
de codificacion:

a) Implemente las transiciones de la MT para {a"b"c™ | n > 1} usando
el diccionario de transiciones.

b) Pruebe con las cadenas: abc, aabbcc, aaabbbccc, aabbe, abcec.

¢) Modifique el simulador para que muestre la traza paso a paso (estado
actual, contenido de la cinta, posicién de la cabeza).
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4.6. Cierre del capitulo

En este capitulo se presentaron las Maquinas de Turing y el célculo
lambda como modelos que delimitan los limites de la computacién. Ambos
formalizan la nocién de “computable” y muestran que existen problemas
bien definidos sin solucién algoritmica.

Conceptos clave aprendidos

1. Maquina de Turing (MT): Modelo de computaciéon basado en
una cinta potencialmente infinita, una cabeza de lectura/escritura
y un conjunto finito de estados. Permite reconocer lenguajes més
complejos que los libres de contexto, como {a"b"c" | n > 0}.

2. Célculo Lambda: Modelo funcional basado tnicamente en
definicién y aplicaciéon de funciones. Su operaciéon fundamental
es la [-reduccion (sustitucion), base tedrica de muchos lenguajes
funcionales modernos.

3. Tesis de Church-Turing: Idea de que todo proceso efectivamente
computable puede realizarse mediante una MT o expresarse en
calculo lambda. No corresponde a un teorema formal, aunque
distintos modelos desarrollados de manera independiente han
resultado equivalentes en poder computacional.

4. Decidibilidad: Un problema es decidible si existe un algoritmo
que siempre termina y produce una respuesta correcta. Ejemplos:
determinar si una cadena pertenece a a"b"c" o verificar si un AFD
acepta alguna cadena.

5. Indecidibilidad: Existen problemas bien definidos que no admiten
una solucién algoritmica general. El problema de la parada es
el ejemplo méas representativo: no existe un programa capaz de
determinar si un programa arbitrario terminara.

6. Equivalencia de modelos: La MT, el calculo lambda, las funciones
recursivas y otros formalismos poseen el mismo poder computacional.
Aunque surgieron de manera independiente, todos describen la
misma nocién de computacion efectiva.
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Capitulo

Aplicaciones modernas

5.1. Introduccion

En los sistemas computacionales actuales, los lenguajes formales pocas
veces son visibles para el usuario final. Sin embargo, hacen parte de
la estructura fundamental de muchas herramientas y servicios digitales
utilizados diariamente. Compiladores, entornos de desarrollo, sistemas
criticos, infraestructuras distribuidas y aplicaciones de inteligencia artificial
dependen de modelos formales para garantizar un comportamiento correcto
y confiable.

A lo largo de este libro se han estudiado los modelos fundamentales
de la teoria de lenguajes formales y de la computacién: lenguajes
regulares, lenguajes libres de contexto, autématas finitos, autématas de
pila, maquinas de Turing y calculo lambda. Cada uno de ellos permitié
responder una pregunta central:

s Qué puede reconocerse, generarse o decidirse mediante un
sistema computacional?

No obstante, en el ejercicio profesional el ingeniero no disena
directamente un autémata aislado ni redacta una gramatica como
fin en si mismo. Lo que hace es tomar decisiones de arquitectura,
definir restricciones estructurales, modelar comportamientos y automatizar
procesos. Todas estas decisiones dependen, de manera explicita o implicita,
del poder expresivo y de las limitaciones de los modelos formales
estudiados.
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Comprender esta relacion permite identificar qué aspectos de un sistema
pueden automatizarse, cuales pueden verificarse de manera rigurosa y
déonde aparecen los limites inherentes a la computabilidad. La ingenieria
moderna no se presenta como una colecciéon de modelos tedricos aislados,
sino como arquitecturas complejas que integran multiples niveles de
analisis, validacion y transformacién de informacion.

Este capitulo busca cerrar el libro mostrando cémo los lenguajes formales
sirven como base para el diseno de sistemas reales. Mas que un conjunto
de conceptos abstractos, estos modelos permiten construir software con
mayor precision, seguridad y capacidad de automatizacion.

5.2. Validacion de tramas en un sistema de frenado auténomo

Un fabricante de vehiculos auténomos esté desarrollando un sistema de
frenado de emergencia que funciona a partir de la comunicacién entre varios
sensores (lidar, radar y cdmara) y una unidad central. Cada uno de estos
sensores envia tramas binarias de 8 bits.

Durante las pruebas se detecté que algunas tramas, aunque tenian la
longitud correcta, contenian inconsistencias que provocaban activaciones
erroneas del sistema.

5.2.1 Andlisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

Se necesita validar automaticamente que una trama de 8 bits sea correcta
(estructura y coherencia de datos) antes de ser procesada.

También hay que definir formalmente el lenguaje de tramas validas y
garantizar su verificaciéon en tiempo real.
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b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Elemento Descripcién

Alfabeto ¥ =4{0,1}

Longitud 8 bits

Tipo de obstéculo Bits 1-3 (001, 010, 011)

Distancia Bits 46 (0 a 7)

Cédigo de verificacién | Bits 7-8 (paridad de los primeros 6 bits)

5.2.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos légicos necesarios para resolverlo?

= Definir el alfabeto binario ¥ =0, 1.
= Especificar los subconjuntos validos.
» Verificar la longitud X® y la paridad.

s Mostrar el resultado

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Resolver este problema implica entender como los lenguajes formales
modelan estructuras validas y cémo los autéomatas permiten validarlas en
tiempo real.

Lenguajes regulares

Un lenguaje regular es un conjunto de cadenas que se puede describir
con expresiones regulares o reconocer con un autémata finito. En
concreto, un autémata finito determinista (AFD) puede reconocerlo.

Para este problema, el conjunto de tramas validas es:

Lc{0,1}
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Interpretacion:

Esto significa que cada trama es una cadena de longitud fija (8 bits),
pero no todas las cadenas de 8 bits son validas. L solo contiene aquellas que
cumplen ciertas restricciones, tanto de estructura como de consistencia.

Estructura de la trama

Campo Bits ‘ Descripciéon
Tipo 1-3 Tipo de obstaculo
Distancia 4-6 | Distancia codificada
Verificacion | 7-8 Paridad

Autématas finitos deterministas (AFD)

Un AFD es una maquina abstracta que lee una cadena simbolo a
simbolo y decide si la cadena esta en el lenguaje.

Componentes:

Estados (Q)
Alfabeto (%)

Funcién de transicién (9)

Estado inicial (gp)

Estados de aceptacion (F')

Validacién semantica
Aqui hay una dependencia entre campos, algo que no ocurre en

validaciones simples

= Kl cddigo de verificacién depende de los primeros 6 bits.

= Esto introduce una relacién funcional dentro del lenguaje.
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Calculo de paridad

Paridad ‘ Cédigo esperado
Par 00
Impar 01

Importancia:

s Permite detectar errores en transmision.

s Garantiza consistencia de datos.

Diagrama de estados del autémata

c. ;,Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

En este problema se reutilizan varios conceptos fundamentales
desarrollados en capitulos anteriores:

= Alfabetos y lenguajes formales: se retoma la definicion de un
lenguaje como subconjunto de ¥*, en este caso restringido a 8.

= Expresiones regulares: permiten describir patrones de cadenas con
estructura fija, utiles para modelar formatos de tramas.

» Autématas finitos deterministas (AFD): se emplea la idea de
un reconocedor que procesa la cadena simbolo a simbolo y decide su
aceptacion.

= Validacion de cadenas: se reutiliza el enfoque de verificar
pertenencia al lenguaje mediante condiciones estructurales.
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Estos elementos permiten construir un sistema de validacion eficiente
para cadenas de longitud fija, como las tramas del sistema de frenado.

d. Diseno de la solucién para el problema

La solucién propuesta consiste en construir un modelo formal que,
usando criterios sintacticos y semanticos, pueda diferenciar las tramas
validas de las invalidas. El lenguaje de tramas se define como un
subconjunto de cadenas binarias de longitud fija, en el que no solo
interesa la forma de la cadena, sino también como se relacionan sus partes
internamente.

Se contemplan dos niveles de validacién: uno estructural (la forma de
la cadena) y otro de consistencia (relaciones entre distintas partes de la
trama). Asi se pueden modelar situaciones reales de sistemas criticos,
donde la validez de la informacién depende de varias condiciones que
interactian entre si.

En cuanto a lo computacional, el modelo funciona como un reconocedor
que evalia cadenas y decide si pertenecen al lenguaje, imitando el
comportamiento de un autémata pero con verificaciones adicionales.

5.2.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1
Cadena: 00101000

= Tipo valido

s Paridad correcta

Resultado: ACEPTADA
b. Ejemplo 2

Cadena: 00101001

» Codigo incorrecto

Resultado: RECHAZADA
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Otros ejemplos:

Trama Resultado Motivo
00011100 | RECHAZADA | Tipo invalido y verificacién incorrecta
00102A00 | RECHAZADA | Simbolos fuera del alfabeto ¥ = {0,1}
01010 | RECHAZADA | Longitud incorrecta (menor a 8 bits)

5.2.4 Codificacion

Una vez definido el lenguaje formal de tramas validas y construido el
autémata finito determinista que lo reconoce, es posible traducir estos
elementos a una implementacién computacional. Esta codificacién permite
simular el comportamiento del reconocedor formal en un entorno de
programacion, facilitando la validacién automatica de tramas en un sistema
real. Esta seccion muestra como traducir dichas representaciones a Python.

a. Algoritmo general de reconocimiento

Integracion del sistema

Hay una funcién principal que se encarga de coordinar todos los
componentes. Conceptualmente, esa funcion es como el sistema completo
de reconocimiento, porque retine la definicion del alfabeto, la captura de
la entrada, el procesamiento y la salida.

Esta forma de organizar el sistema (modular) es una buena practica
tanto en programacién como en el diseno formal, ya que separa bien las
responsabilidades y hace que el sistema sea mas facil de entender, verificar
y mantener.

Cédigo 5.1: main ()

1 def main():

alfabeto = definir_alfabeto ()

tramas = pedir_tramas ()

resultados = validar_tramas (tramas, alfabeto)
mostrar_resultados (resultados)

TR W N
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Definicién del alfabeto

Aqui el alfabeto es {0,1}. Una funcién define explicitamente este
conjunto de simbolos permitidos, lo que luego permite verificar que cada
simbolo de la trama pertenezca al alfabeto y asi asegurar la validez
sintactica basica.

Cdédigo 5.2: definir alfabeto ()

10 def definir_ alfabeto() :
11 alfabeto = {’0’, "1’}
12

13 return alfabeto

Captura de entrada

El proceso de captura de entrada corresponde a la obtencion de cadenas
que seran evaluadas respecto al lenguaje definido. En términos formales,
estas cadenas son candidatos a pertenecer al lenguaje L C X%, Desde
la perspectiva de implementacion, esta etapa se encarga de recolectar
las tramas ingresadas por el usuario, simulando la recepcion de datos
desde sensores en un sistema embebido. Cada cadena capturada serd
posteriormente procesada por el validador, que actiia como un reconocedor
del lenguaje.

Cdédigo 5.3: pedir tramas ()

18 def pedir_tramas() :

19 tramas = []

20 cantidad = int (input ("Ingrese la cantidad de tramas a validar: "))
21

22 for i in range (cantidad) :

23 trama = input (f"Ingrese la trama {i+1}: ")

24 tramas.append (trama)

25

26 return tramas

Validacién mediante un reconocedor

La validacion de las tramas corresponde al proceso de decidir si una
cadena pertenece o no al lenguaje L. Esta tarea es realizada por un
autéomata finito determinista, el cual procesa la cadena simbolo a simbolo
y alcanza un estado de aceptaciéon o rechazo. En la implementacion,
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este comportamiento se traduce en una funcién de validaciéon que
aplica secuencialmente las restricciones definidas: verificacion del alfabeto,
longitud de la cadena, validez de los campos y consistencia del cédigo
de verificaciéon. Aunque no se implementa explicitamente la estructura
del automata, la légica condicional refleja su funcionamiento, donde cada
validacién puede interpretarse como una transicion hacia un estado de
aceptacion o rechazo.

Cddigo 5.4: validar trama ()

31 def validar_tramas (tramas, alfabeto):

32 resultados = []

33

34 for trama in tramas:

35 resultado = "Valida"

36 contiene_error = any(bit not in alfabeto for bit in trama)
37

38 if contiene_error:

39 resultado = "Contiene simbolos invalidos"

40 else:

41

42 if len(trama) != 8:

43 resultado = "Longitud invalida"

44 else:

45 tipo = tramal:3]

46 distancia = trama[3:6]

47 verificacion = tramal[6:]

48 tipos_validos = {"001", "010", "O1l1"}

49

50 if tipo not in tipos_validos:

51 resultado = "Tipo invalido"

52 else:

53 suma = sum(int (b) for b in tramal[:6])
54 esperado = "00" if suma % 2 == 0 else "OL"
55

56 if verificacion != esperado:

57 resultado = "Error en verificacion"
58

59 resultados.append((trama, resultado))

60

61 return resultados

Presentacién de resultados

Una vez evaluada la pertenencia de cada cadena al lenguaje, es necesario
comunicar el resultado del proceso. En términos formales, esto equivale a
indicar si la cadena es aceptada o rechazada por el reconocedor.

Esta etapa recorre las tramas procesadas y muestra el resultado de la
validacién, permitiendo visualizar el comportamiento del sistema y verificar
que la implementacion coincida con la especificacion formal del lenguaje.
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Cdédigo 5.5: mostrar resultados ()

66 def mostrar_resultados (resultados) :
67 for trama, resultado in resultados:
68 print (f"Trama: {trama} -> {resultado}")

5.3. Analisis sintactico de consultas médicas en inteligencia
artificial

En el contexto de la transformacion digital en el sector salud, un equipo
de investigacién estd desarrollando un sistema de apoyo al diagnéstico
médico basado en inteligencia artificial. Este sistema tiene como objetivo
asistir a los profesionales de la salud en la interpretacién de consultas
clinicas escritas en lenguaje natural, permitiendo extraer informacién
estructurada que pueda ser utilizada para la toma de decisiones, la consulta
de bases de conocimiento y la generacion de posibles diagnoésticos.

Las consultas médicas suelen ser lingiiisticamente muy complejas, porque
en una misma oracion pueden aparecer varios sintomas, localizaciones,
intensidades y relaciones semanticas. Por ejemplo, una frase como
"paciente presenta dolor toracico con irradiacion a brazo izquierdo y disnea
de esfuerzo” incluye varias entidades clinicas que estéan relacionadas entre
si. Para interpretarla correctamente no basta con entender las palabras una
por una; también hay que captar la estructura sintéctica que las organiza.

Al probar el sistema, se vio que los modelos basados solo en redes
neuronales tenian problemas con este tipo de estructuras complejas. En
concreto, se detectaron dificultades para interpretar oraciones con varios
sintomas coordinados, negaciones, modificadores y estructuras anidadas.
Estas limitaciones se deben principalmente a que no hay una representacion
explicita y jerarquica del proceso.

5.3.1 Anadlisis / Abstraccién
a. ;{Cuadl es el problema a resolver?

Es necesario modelar las consultas médicas de manera formal, con el
fin de mejorar su interpretacion y poder procesar estructuras lingiiisticas
complejas. Para ello se requiere una representacion que capture la jerarquia
sintactica de las oraciones.
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b. ;Cuadl es la informacién necesaria?

Elemento | Descripcion
Terminales | Palabras médicas
Variables Categorias sintacticas
Reglas Producciones

Estructura | Arbol de derivacion

5.3.2 Disefio / Descomposicién
a. ;Cuales son los pasos l6gicos necesarios para resolverlo?

Definir el alfabeto de terminales.

Ingresar las consultas.

Validar las consultas

Mostrar el resultado segtin la consulta ingrada.

b. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Gramaticas libres de contexto

Una GLC describe lenguajes jerarquicos mediante reglas de
produccion.

Estructura del lenguaje médico

Categoria | Ejemplos
Sintomas dolor, fiebre
Localizaciéon | toracico, abdominal
Intensidad leve, severo
Negacion no, sin
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Gramatica del sistema

7N

S — 7"paciente” "presenta” Lista

Arbol de derivacién principal

EListaSintomas} [presenta} Epaciente}

[disnea} [agudo} [torécico} Edolor}

Arbol con negacion

paciente  presenta  Sintoma

PN

no dolor abdominal

c. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema se apoya en varios conceptos clave de lenguajes con
estructura jerarquica:

» Gramaéticas libres de contexto (GLC): sirven para modelar
las estructuras recursivas y jerarquicas que aparecen en el lenguaje
natural.

= Derivaciones y arboles sintacticos: se usan para representar
cémo se organiza internamente una cadena.

= Reconocimiento de cadenas: se retoma la nocién de comprobar
si una cadena pertenece a un lenguaje definido formalmente.
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» Procesamiento simbdlico: se aprovecha la divisiéon de las cadenas
en tokens para poder analizarlas mejor.

Estos elementos permiten integrar enfoques simbolicos dentro de
sistemas modernos de inteligencia artificial.

d. Diseno de la solucion para el problema

La solucién propuesta incorpora un modelo estructural del lenguaje que
representa de forma explicita como se organizan internamente las consultas
médicas. En vez de ver las cadenas como simples secuencias de palabras, se
utiliza una jerarquia que refleja las relaciones sintacticas entre los diferentes
elementos.

Este enfoque combina lenguajes formales con técnicas actuales de
inteligencia artificial, anadiendo una parte simbdlica que complementa a
los modelos de aprendizaje automatico. La gramatica sirve como un marco
que limita y ordena las posibles interpretaciones de la entrada, ayudando
a extraer la informacion relevante.

El sistema final no solo determina si una cadena es valida, sino que
también entrega una estructura que pueden aprovechar otros modelos,
mejorando asi la interpretabilidad y la solidez del anélisis.

5.3.3 Ejemplos de pruebas

a. Ejemplo 1
Entrada: paciente presenta fiebre
Resultado: ACEPTADA

b. Ejemplo 2

Entrada: paciente dolor

Resultado: RECHAZADA
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Otros Ejemplo:

Consulta Resultado Motivo

paciente presenta fiebre y | ACEPTADA | Uso correcto de conector

tos

paciente presenta disnea | ACEPTADA | Secuencia  valida  de

con dolor sintomas

paciente dolor toracico RECHAZADA | Falta  palabra  clave
“presenta”

presenta dolor RECHAZADA | Falta sujeto “paciente”

paciente presenta xyz RECHAZADA | Palabra no reconocida en
el lenguaje

paciente presenta RECHAZADA | Estructura incompleta

Importancia

= Mejora interpretacion
» Reduce ambigiiedad

= Aumenta precision

5.3.4 Codificacion

Una vez definida la gramatica independiente de contexto que modela
las consultas médicas, es posible implementar un analizador sintactico
simplificado que verifique si una cadena cumple con la estructura definida.
Esta implementacién simula el proceso de reconocimiento de una GIC,
permitiendo validar la forma estructural de las consultas.

El sistema se organiza en funciones que reflejan la descomposicion del
problema: definicion de los elementos del lenguaje, captura de entrada,
validacion estructural y presentacion de resultados.

a. Algoritmo general de reconocimiento

Integracion del sistema

La funcion principal coordina la ejecucion de todos los componentes
definidos.
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Cébdigo 5.6: main ()

1 def main() :

2 lenguaje = definir_lenguaje ()

3 consultas = pedir_consultas()

4 resultados = validar_consultas (consultas, lenguaje)
5 mostrar_resultados (resultados)

Definicién del lenguaje

En este caso, el lenguaje esta compuesto por palabras agrupadas en
categorias como sintomas, conectores y modificadores. Estos elementos
corresponden a los simbolos terminales de la gramatica.

La implementacion representa estos conjuntos como estructuras de datos
para validar si las palabras de entrada pertenecen al lenguaje.

Cédigo 5.7: definir lenguaije ()

10 def definir_ lenguaje():

11 lenguaje = {

12 "inicio": ["paciente", "presenta"l],

13 "sintomas": ["dolor", "fiebre", "tos", "disnea"],
14 "conectores": ["y", "con"]

15 }

16 return lenguaje

Captura de entrada

La entrada corresponde a consultas médicas expresadas como cadenas
de texto. Estas cadenas serdn evaluadas respecto a la estructura definida
por la gramatica.

La captura de datos simula el ingreso de informacion clinica al sistema.

Cédigo 5.8: pedir _consultas ()

21 def pedir_ consultas():

22 consultas = []

23 n = int (input ("Cantidad de consultas: "))
24

25 for i in range(n):

26 consulta = input (f"Consulta {i+1}: ")
27 consultas.append (consulta.lower ())

28
29 return consultas
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Validacién estructural

La validacion consiste en verificar si la secuencia de palabras sigue una
estructura vélida segin la gramatica. Aunque no se implementa un parser
completo, se simula la verificacion mediante reglas que capturan patrones
validos.

Este proceso representa una aproximacién al reconocimiento de
lenguajes libres de contexto.

Cdédigo 5.9: validar consulta ()

34 def validar_consultas (consultas, lenguaje):

35 resultados = []

36

37 for consulta in consultas:

38 resultado = "Valida"

39 palabras = consulta.split ()

40

41 if len (palabras) < 3:

42 resultado = "Estructura incompleta"

43 else:

44

45 if palabras[0] != "paciente" or palabras[l] != "presenta":
46 resultado = "Inicio invalido"

47 else:

48

49 for palabra in palabras[2:]:

50 if (palabra not in lenguaje["sintomas"] and
51 palabra not in lenguaje["conectores"]):
52 resultado = "Palabras no reconocidas"
53

54 resultados.append ( (consulta, resultado))

55

56 return resultados

Presentacién de resultados

Este paso permite visualizar el comportamiento del sistema y verificar
que la implementaciéon corresponde correctamente a la especificacion
formal del lenguaje.
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Coddigo 5.10: mostrar resultados ()

61 def mostrar_resultados (resultados) :
62 for consulta, resultado in resultados:
63 print (f" {consulta} -> {resultado}")

5.4. Verificaciéon de un controlador de semaforos inteligente

En el marco de las ciudades inteligentes, una administraciéon municipal
ha implementado un sistema de semaéforos inteligentes cuyo objetivo
es optimizar el flujo vehicular y mejorar la seguridad vial mediante el
uso de sensores y algoritmos de control adaptativo. Este sistema recibe
informacion en tiempo real sobre el trafico, la presencia de peatones y
la aproximacién de vehiculos de emergencia, y ajusta dinamicamente los
ciclos de los seméforos en funcién de dichas condiciones.

El controlador central del sistema tiene que manejar varias entradas
y asegurarse de que las combinaciones de luces (rojo, amarillo y verde)
en cada cruce respeten reglas muy estrictas de seguridad y eficiencia.
Pero durante las pruebas de integracion aparecieron comportamientos
problematicos, como que se encendieran luces verdes al mismo tiempo en
direcciones que chocan entre si, o que ciertos estados se quedaran activos
de manera indefinida. Esto puede provocar riesgos de colision o congestién
vehicular.

5.4.1 Andlisis / Abstraccién
a. ;Cual es el problema a resolver?

Verificar que un sistema de seméaforos cumple propiedades de seguridad
y vivacidad mediante model checking.
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b. ;Cual es la informaciéon necesaria?

Elemento | Descripcion

Estados Configuracién del sistema
Eventos Entradas del sistema
Transiciones | Cambios de estado
Propiedades | Formulas LTL

5.4.2 Disefio / Descomposicién

Definir el conjunto de estados del sistema.

Solicitar el eventos.

Validar la secuencia.

Mostrar la validacion de la secuencia ingresada.

a. ;Qué conocimiento adicional se requiere?

Para resolverlo, se necesita entender el modelado de sistemas como
autématas y la verificacién de propiedades con légica temporal.

Autématas como modelos de sistemas

Un sistema con finitas configuraciones se representa como un
autémata finito (sistema reactivo que responde a eventos).

M = (Q7 2]7 57 qO)

Estados del sistema

Estado Descripcién
NSV Norte-Sur verde
NSA Norte-Sur amarillo
EOV Este-Oeste verde
EOA | Este-Oeste amarillo
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Diagrama de estados del sistema

Légica temporal lineal (LTL)

La légica temporal permite expresar propiedades sobre el
comportamiento de un sistema en el tiempo.

= O-(NSV A EOV)
« O(BPNS — OPNS)

Operadores:

Simbolo ‘ Significado

U Siempre
O Eventualmente
O Siguiente Estado
Tipos de propiedades
Tipo | Ejemplo

Seguridad | Nunca ocurre colision
Vivacidad | Toda solicitud es atendida

Ejemplo de propiedad

O-colision
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Interpretacion:

En todos los estados posibles, no debe ocurrir colision.

Model checking

El model checking es una técnica automatica que verifica si un
modelo cumple una propiedad.

Model checking

» Exploracion exhaustiva del sistema
= Verificacion automatica

» Generacion de contraejemplos

Ventajas:

= Detecta errores automaticamente
» Explora todos los estados posibles
= Genera contraejemplos

b. ;Qué se puede reutilizar de soluciones pasadas?

Este problema retoma varios conceptos ya vistos en el libro:

Autématas finitos: sirven para modelar sistemas con una cantidad
limitada de estados.

Lenguajes reconocidos: el comportamiento del sistema se ve como
secuencias de eventos que el automata acepta.

Validacién de secuencias: se vuelve a usar la idea de recorrer
cadenas simbolo por simbolo con transiciones.

Modelado de sistemas: se amplia el uso de autématas, de los
lenguajes a los sistemas reactivos.

Estos conceptos permiten abordar problemas de verificacion formal en
sistemas reales.
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c. Diseno de la solucién para el problema

La solucién propuesta modela el comportamiento del sistema como
un conjunto finito de estados y transiciones. Esto permite representar
formalmente todas las configuraciones posibles del controlador. Asi, el
problema de validacién se convierte en un anélisis de comportamiento, en
el que se examinan las secuencias de eventos que el sistema puede procesar.

La idea detréas del diseno es que un sistema reactivo se puede ver como
un lenguaje de secuencias vélidas, reconocido por un autémata. Con ese
modelo se pueden analizar propiedades del sistema, no solo mirando si
acepta o no ciertas secuencias, sino también estudiando su comportamiento
en el tiempo.

Esto es la base de la verificacion automatica: el modelo formal permite
encontrar errores que las pruebas convencionales no detectan facilmente, y
ofrece garantias mas solidas de que el sistema funciona correctamente.

5.4.3 Ejemplos de pruebas
a. Ejemplo 1: atencién a solicitud peatonal

= Secuencia: BPNS, FC

= Evolucién:
NSV BENS, png FC NSy

» Evaluacion:

e Se verifica la propiedad de vivacidad:

O(BPNS — OPNS)

» El sistema responde correctamente a la solicitud del peaton.

Resultado: CORRECTO
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b. Ejemplo 2: atenciéon a evento de emergencia

= Secuencia: EMGEO, FC

= Evolucién:
NSV EMCEO, paraEO £Y Bov

s Evaluacion:

e Se valida la prioridad de eventos de emergencia.
e Se cumple la propiedad de vivacidad asociada a emergencias.

Resultado: CORRECTO

Otros ejemplos:

Secuencia de eventos Resultado Motivo

FC, FA, FC, FA ACEPTADA | Ciclo normal completo

FC, FA ACEPTADA | Transiciones validas del
autémata

FC, FC RECHAZADA | Transicion no permitida
desde NSA

FA RECHAZADA | Evento invalido desde
estado inicial

XY7Z RECHAZADA | Evento no pertenece al
alfabeto

FC, FA, XYZ RECHAZADA | Evento invélido en la
secuencia

Importancia

s Garantia formal
s Deteccidon de errores

= Seguridad en sistemas criticos

5.4.4 Codificacion

El controlador de seméaforos se implementa como un autémata finito:
los estados son configuraciones del sistema, y las transiciones responden a
eventos.
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Esto permite simular el sistema y verificar si las secuencias de eventos
llevan a estados validos.

a. Algoritmo general de reconocimiento

Integracion del sistema

La funcién principal coordina la ejecucion de todos los componentes
definidos.

Cédigo 5.11: main ()

1 def main() :

automata = definir_automata ()

eventos = pedir_eventos()

resultado = validar_secuencia(eventos, automata)
mostrar_resultado (resultado, eventos)

g WoN

Definicién del autémata

El sistema se modela con un autémata finito determinista: estados =
configuraciones de semaforos, transiciones = eventos del entorno.

La implementacién representa la funciéon de transiciéon con estructuras
de datos.

Cddigo 5.12: definir automata ()

10 def definir_automata() :

11 automata = {

12 (llevll, IIFCII) . IINSA",
13 (IINSA", "FAII) . "EOV",
14 (llEovll, "FCII) . IIEOA",
15 (HEOA", "FA") : "NSV"
16 }

17 return automata

Captura de eventos

Los eventos (sensores, solicitudes, etc.) son las entradas del sistema y se
procesan secuencialmente para definir su comportamiento.
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Cddigo 5.13: pedir_eventos ()

22 def pedir_eventos():

23 eventos = []

24 n = int (input ("Cantidad de eventos: "))
25

26 for i in range(n):

27 evento = input (f"Evento {i+1}: ")
28 eventos.append (evento)

29

30 return eventos

Simulacién del autémata

Validar es recorrer el autémata con la secuencia de eventos. Si falta una
transicion valida en algiin paso, se rechaza.

Asi se simula el reconocimiento de secuencias validas del sistema.

Cddigo 5.14: validar _secuencia ()

35 def validar_secuencia (eventos, automata) :

36 estado = "NSV"

37 resultado = "Secuencia valida"

38

39 for evento in eventos:

40

41 if (estado, evento) in automata:

42 estado = automatal[ (estado, evento) ]
43 else:

44 resultado = "Secuencia invalida"
45

46 return resultado

Presentacién de resultados

Este paso permite visualizar el comportamiento del sistema y verificar
que la implementaciéon corresponde correctamente a la especificacion
formal del lenguaje.

Cddigo 5.15: mostrar resultados ()

51 def mostrar_resultado (resultado, eventos) :
52 print (f"Eventos: {eventos} -> {resultado}")
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5.5. Cierre del capitulo

A lo largo de este capitulo se mostré cémo los lenguajes formales
dejan de ser tnicamente un tema tedrico y se convierten en herramientas
fundamentales para construir, analizar y verificar sistemas complejos.

Los tres escenarios estudiados (sistemas criticos, inteligencia artificial
y verificacién automatica) reflejan una necesidad comin en la ingenieria
moderna: utilizar modelos formales para garantizar confiabilidad,
interpretabilidad y correccion.

En el caso de los sistemas criticos, la validacion de tramas en el sistema
de frenado auténomo muestra cémo incluso estructuras aparentemente
simples requieren una caracterizacion formal precisa. La distincién
entre validez sintactica y semantica resulta esencial, y los autématas
finitos permiten implementar mecanismos de validacién eficientes bajo
restricciones estrictas de tiempo y recursos. Este ejemplo evidencia la
importancia de los lenguajes regulares en sistemas embebidos y de control.

Por otra parte, el andlisis sintdctico de consultas médicas ilustra la
integracion entre modelos formales e inteligencia artificial. Las gramaticas
libres de contexto permiten representar la estructura jerarquica del
lenguaje y construir arboles de derivacién ttiles para tareas como
desambiguacién, identificacién de relaciones semanticas y reduccién del
espacio de busqueda. Este enfoque muestra que los modelos formales
contintdan siendo relevantes en problemas modernos de procesamiento del
lenguaje natural.

Finalmente, la verificacion del controlador de semaforos introduce un
nivel mas avanzado de andlisis, donde no solo se modela el comportamiento
del sistema, sino que también se verifican propiedades temporales sobre
todos sus posibles estados. La logica temporal lineal y el model checking
permiten comprobar propiedades de seguridad y vivacidad, superando
las limitaciones de las pruebas tradicionales y proporcionando garantias
formales sobre el funcionamiento del sistema.

Estos ejemplos también muestran una progresion en la capacidad
expresiva de los modelos formales: los lenguajes regulares describen
patrones locales, las gramaticas libres de contexto permiten representar
estructuras jerarquicas y la légica temporal hace posible razonar sobre
comportamientos dindamicos. Esta evolucion permite abordar problemas
progresivamente mas complejos.

Una idea central del capitulo es que los lenguajes formales proporcionan
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herramientas para disenar sistemas méas confiables. Permiten especificar
comportamientos de manera precisa, detectar errores tempranamente,
verificar propiedades criticas e integrar modelos simbdlicos con técnicas
de aprendizaje automéatico.

En un contexto donde los sistemas computacionales son cada vez mas
complejos, los lenguajes formales se mantienen como una herramienta
esencial para razonar rigurosamente sobre el comportamiento de software
y hardware.

Al finalizar este libro, la idea principal es entender que los conceptos
estudiados no son Unicamente teoria, sino herramientas para disenar
soluciones mas confiables y estructuradas. El dominio de estos fundamentos
permite comprender cémo funcionan los sistemas y desarrollar software con
criterios formales de correccion.




Conclusiones

La Teoria de Lenguajes Formales es una de las bases fundamentales de la
ciencia de la computacion, no solo por su importancia teérica, sino porque
aparece en muchos problemas reales, desde compiladores hasta sistemas
de verificacion. A lo largo de este libro se estudié un conjunto de modelos
que permiten describir lenguajes, analizar estructuras y comprender qué
problemas pueden resolverse mediante algoritmos.

Los temas se presentaron a partir de problemas concretos y no
unicamente desde definiciones formales. La intencién fue que cada concepto
surgiera como respuesta a una necesidad especifica, mostrando que estos
modelos no son construcciones aisladas, sino herramientas tutiles para
representar y resolver problemas.

También se busco relacionar los contenidos con ideas de pensamiento
computacional. La abstraccién permite identificar los elementos esenciales
de un problema; la descomposicion ayuda a dividirlo en partes manejables;
el reconocimiento de patrones muestra similitudes entre distintos
escenarios; y la codificacion se entiende como la construcciéon de modelos
formales capaces de representar soluciones.

En los lenguajes regulares se trabajé con problemas donde basta
reconocer patrones simples mediante autématas finitos, como ocurre en
el andlisis léxico de compiladores.

Posteriormente, los lenguajes libres de contexto introdujeron estructuras
mas complejas, especialmente aquellas con jerarquia y anidamiento. En
este caso ya no basta con procesar simbolos secuencialmente, sino que
es necesario comprender la estructura interna de las cadenas, aspecto
fundamental en el analisis sintactico y en los lenguajes de programacion.
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Mas adelante se estudiaron las Maquinas de Turing y el calculo lambda,
modelos que permiten abordar la computacién en un sentido més general.
A partir de ellos surge una pregunta fundamental: qué problemas pueden
resolverse mediante algoritmos y cudles no. Esto conduce a una de las
ideas centrales de la teoria de la computacion: existen problemas que
no admiten soluciéon computable, independientemente del lenguaje o la
maquina utilizada.

Otro aspecto importante es que muchos modelos distintos poseen el
mismo poder computacional. Esto muestra que los limites de lo computable
no dependen del lenguaje de programacion ni del hardware, sino de la
naturaleza del problema.

En la parte final del libro se mostré que estos conceptos tienen
aplicaciones directas en compiladores, procesamiento de lenguaje natural,
verificacion de sistemas e inteligencia artificial. En todos estos contextos,
los modelos formales ayudan a construir sistemas mas claros, verificables
y confiables.

El desarrollo de los ejercicios también permitiéo fortalecer una
metodologia basada en descomposicion, modelado formal y codificacion.
Las soluciones no se limitaron a implementar programas, sino que
incluyeron la definicion de alfabetos, gramaticas, autématas y mecanismos
de validacion, conectando constantemente la teoria con la practica.

En conjunto, la intenciéon del libro no fue solo presentar definiciones,
sino promover una manera estructurada de analizar problemas, donde
la abstraccion y la formalizacion sirvan como herramientas para disefiar
mejores soluciones.

Finalmente, la invitacién es a continuar explorando &areas como
compiladores, lenguajes de programacion y teoria de la computacion. En
todas ellas, los conceptos estudiados siguen siendo una base esencial para
comprender como funcionan los sistemas computacionales modernos.




Bibliografia

[Aho et al., 2006] Aho, A. V., Lam, M. S., Sethi, R., and Ullman, J. D.
(2006). Compilers: Principles, Techniques, and Tools. Addison-Wesley,
Boston, MA, 2 edition.

[Backus et al., 1960] Backus, J. W., Bauer, F. L., Green, J., Katz, C.,
McCarthy, J., Naur, P., Perlis, A. J., Rutishauser, H., Samelson, K.,
Vauquois, B., Wegstein, J. H., van Wijngaarden, A., and Woodger, M.
(1960). Report on the algorithmic language algol 60. Communications
of the ACM, 3(5):299-314.

[Bar-Hillel et al., 1961] Bar-Hillel, Y., Perles, M., and Shamir, E. (1961).
On formal properties of simple phrase structure grammars. Zeitschrift
fiir  Phonetik, Sprachwissenschaft und Kommunikationsforschung,
14(2):143-172.

[Barendregt, 1984 Barendregt, H. P. (1984). The Lambda Calculus: Its
Syntax and Semantics. North-Holland, Amsterdam, revised edition.

[Bray, 2017] Bray, T. (2017). The javascript object notation (json) data
interchange format. RFC 8259, IETF. https://www.rfc-editor.org/rfc/
r£c8259. [Online; consultado Enero-2025].

[Brzozowski, 1964] Brzozowski, J. A. (1964). Derivatives of regular
expressions. Journal of the ACM, 11(4):481-494.

[Chomsky, 1956] Chomsky, N. (1956). Three models for the description of
language. IRE Transactions on Information Theory, 2(3):113—124.

[Chomsky, 1959] Chomsky, N. (1959). On certain formal properties of
grammars. Information and Control, 2(2):137-167.



https://www.rfc-editor.org/rfc/rfc8259
https://www.rfc-editor.org/rfc/rfc8259

318 BIBLIOGRAFIA

[Chomsky, 1962] Chomsky, N. (1962).  Context-free grammars and
pushdown storage. In Quarterly Progress Report No. 65, pages 187—-194.
MIT Research Laboratory of Electronics, Cambridge, MA.

[Church, 1936] Church, A. (1936). An unsolvable problem of elementary
number theory. American Journal of Mathematics, 58(2):345-363.

[Church, 1941] Church, A. (1941). The Calculi of Lambda-Conversion.
Number 6 in Annals of Mathematics Studies. Princeton University Press,
Princeton, NJ.

[CreativeCommons, 2025] CreativeCommons (2025). Creative commons
- attribution-noncommercial-noderivatives 4.0 international. http://
creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/. [Online; consultado
Enero-2025].

[Earley, 1970] Earley, J. (1970). An efficient context-free parsing
algorithm. Communications of the ACM, 13(2):94-102.

[GNU, 2007) GNU (2007). Gnu general public license. https://www.gnu.
org/licenses/gpl-3.0.html. [Online; consultado Ener0—2025].

[Hennie and Stearns, 1966] Hennie, F. C. and Stearns, R. E. (1966). Two-
tape simulation of multitape turing machines. Journal of the ACM,
13(4):533-546.

[Hilbert and Ackermann, 1928] Hilbert, D. and Ackermann, W. (1928).
Grundziige der theoretischen Logik. Springer, Berlin.

[Hopcroft, 1971] Hopcroft, J. E. (1971).  An nlogn algorithm for
minimizing states in a finite automaton. Theory of Machines and
Computations, pages 189-196.

[Hopcroft et al., 2006] Hopcroft, J. E., Motwani, R., and Ullman, J. D.
(2006). Introduction to Automata Theory, Languages, and Computation.
Addison-Wesley, Boston, MA, 3 edition.

[Johnson, 1975] Johnson, S. C. (1975). Yacc: Yet another compiler-
compiler. Technical Report Computing Science Technical Report 32,
Bell Laboratories, Murray Hill, NJ.

[Kasami, 1966] Kasami, T. (1966). An efficient recognition and syntax-
analysis algorithm for context-free languages. Scientific Report AFCRL-
05-758.



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/
https://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html
https://www.gnu.org/licenses/gpl-3.0.html

Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 319

[Kleene, 1936] Kleene, S. C. (1936). General recursive functions of natural
numbers. Mathematische Annalen, 112(1):727-742.

[Kleene, 1956] Kleene, S. C. (1956). Representation of events in nerve
nets and finite automata. In Shannon, C. E. and McCarthy, J., editors,
Automata Studies, number 34 in Annals of Mathematics Studies, pages
3-41. Princeton University Press, Princeton, NJ.

[Knuth, 1965] Knuth, D. E. (1965). On the translation of languages from
left to right. Information and Control, 8(6):607-639.

[Lesk and Schmidt, 1975] Lesk, M. E. and Schmidt, E. (1975). Lex—
a lexical analyzer generator. Technical Report Computing Science
Technical Report 39, Bell Laboratories, Murray Hill, NJ.

[Lin and Rodger, 2009] Lin, S.-C. and Rodger, S. H. (2009). An
Introduction to Formal Languages and Automata. Jones and Bartlett
Learning, Burlington, MA, 4 edition.

[McCulloch and Pitts, 1943] McCulloch, W. S. and Pitts, W. (1943). A
logical calculus of the ideas immanent in nervous activity. Bulletin of
Mathematical Biophysics, 5(4):115-133.

[Moore, 1956] Moore, E. F. (1956). Gedanken-experiments on sequential
machines. In Shannon, C. E. and McCarthy, J., editors, Automata
Studies, number 34 in Annals of Mathematics Studies, pages 129-153.
Princeton University Press, Princeton, NJ.

[Myhill, 1957] Myhill, J. (1957). Finite automata and the representation
of events. Technical Report WADD TR-57-624, Wright Air Development
Center, Ohio.

[Nerode, 1958] Nerode, A. (1958). Linear automaton transformations.
Proceedings of the American Mathematical Society, 9(4):541-544.

[Oettinger, 1961] Oettinger, A. G. (1961). Automatic syntactic analysis
and the pushdown store. Proceedings of Symposia in Applied
Mathematics, 12:104-129.

[Parikh, 1966] Parikh, R. J. (1966). On context-free languages. Journal of
the ACM, 13(4):570-581.

[Post, 1936] Post, E. L. (1936). Finite combinatory processes—formulation
1. The Journal of Symbolic Logic, 1(3):103-105.




320 BIBLIOGRAFIA

[Rabin and Scott, 1959] Rabin, M. O. and Scott, D. (1959). Finite
automata and their decision problems. IBM Journal of Research and
Development, 3(2):114-125.

[Resnick, 2008] Resnick, P. (2008). Internet message format. RFC 5322,
IETF. https://www.rfc—editor.org/rfc/rfc5322. [Online; consultado
Enero-2025].

[Rice, 1953] Rice, H. G. (1953). Classes of recursively enumerable sets and
their decision problems. Transactions of the American Mathematical
Society, 74(2):358-366.

[Rosen, 2019] Rosen, K. H. (2019).  Discrete Mathematics and Its
Applications. McGraw-Hill, New York, NY, 8 edition.

[Roy, 2007] Roy, P. V. (2007). Programming paradigms for dummies:
What every programmer should know. https://www.dmi.unict.it/
barba/PROG-LANG/PROGRAMMI-TESTI/READING-MATERTIAL/
VanRoyChapter.pdf. [Online; consultado Ener0—2025].

[Sipser, 2012] Sipser, M. (2012). Introduction to the Theory of
Computation. Cengage Learning, Boston, MA, 3 edition.

[Thompson, 1968] Thompson, K. (1968). Programming techniques:
Regular expression search algorithm. Communications of the ACM,
11(6):419-422.

[Turing, 1936] Turing, A. M. (1936). On computable numbers, with an
application to the Entscheidungsproblem. Proceedings of the London
Mathematical Society, s2-42(1):230-265.

[Turing, 1937] Turing, A. M. (1937). Computability and A-definability.
The Journal of Symbolic Logic, 2(4):153-163.

[Wing, 2006] Wing, J. M. (2006). Computational thinking. nttps://www.
cs.cmu.edu/~15110-s13/Wing06-ct.pdf. [Online; consultado Enero-
2025].

[Wing, 2010] Wing, J. M. (2010). Computational  thinking:
What and Why? https://www.cs.cmu.edu/%$7ECompThink/resources/
TheLinkWing.pdf. [Online; consultado Enero-2025].

[Wing, 2024] Wing, J. M. (2024). Jeannette wing. |https://en.
wikipedia.org/wiki/Jeannette_Wing. [Online; consultado Enero-
2025].



https://www.rfc-editor.org/rfc/rfc5322
https://www.dmi.unict.it/barba/PROG-LANG/PROGRAMMI-TESTI/READING-MATERIAL/VanRoyChapter.pdf
https://www.dmi.unict.it/barba/PROG-LANG/PROGRAMMI-TESTI/READING-MATERIAL/VanRoyChapter.pdf
https://www.dmi.unict.it/barba/PROG-LANG/PROGRAMMI-TESTI/READING-MATERIAL/VanRoyChapter.pdf
https://www.cs.cmu.edu/~15110-s13/Wing06-ct.pdf
https://www.cs.cmu.edu/~15110-s13/Wing06-ct.pdf
https://www.cs.cmu.edu/%7ECompThink/resources/TheLinkWing.pdf
https://www.cs.cmu.edu/%7ECompThink/resources/TheLinkWing.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Jeannette_Wing
https://en.wikipedia.org/wiki/Jeannette_Wing

Teoria de Lenguajes Formales: Un enfoque basado en problemas 321

[Wirth, 1977] Wirth, N. (1977). What can we do about the unnecessary
diversity of notation for syntactic definitions? Communications of the
ACM, 20(11):822-823.

[World Wide Web Consortium, 2008] World Wide
Web Consortium (2008). Extensible markup language (xml) 1.0 (fifth

edition). W3C Recommendation. https://www.w3.org/TR/xml/. [Online;
consultado Enero-2025].

[Younger, 1967] Younger, D. H. (1967). Recognition and parsing of

context-free languages in time n3. Information and Control, 10(2):189
208.



https://www.w3.org/TR/xml/

322 BIBLIOGRAFIA




[ndice alfabético

Aplicaciones modernas, 289

Calculo Lambda, 239

Beta-reduccion, 275
Definicién, 274
Numerales de Church, 277

Fundamentos teoricos, 13

Alfabeto, 28

Cadena, 38

Cadena vacia, 58

Clausura de Kleene, 66

Clausura  Positiva de una
cadena, 66

Concatenacion, 47

Conjunto, 17

Igualdad de Cadenas, 75

Lenguaje unitario, 59

Lenguaje vacio, 59

Lenguajes finitos e infinitos, 75

Lenguajes formales, 76

Operaciones de Conjuntos, 18

Operaciones sobre cadenas, 47

Operaciones sobre lenguajes, 76

Potencia de un lenguaje, 66

Potencia de una cadena, 57

Prefijos, sufijos y subcadenas, 48

Simbolos, 29

Lenguajes libres de contexto, 155

Ambigtiedad, 192

Autémata de Pila, 218

Backus-Naur Form, 178

BNF, 178

Derivacion, 159

Derivacion derecha, 169

Derivacién izquierda, 169

EBNF, 179

Equivalencia GLC-PDA, 220

Extended BNF, 179

Forma Normal de Chomsky, 206

GLC, 158

Gramatica Libre de Contexto,
158

Limitaciones, 235

Parse tree, 161

PDA, 218

Propiedades de clausura, 235

Tipos de parsers, 190

Arbol de derivacion, 161

Lenguajes regulares, 89

AFD, 94

AFN, 105

Autémata Finito Determinista,
94

Automata Finito No
Determinista, 105

Construccion de subconjuntos,
107

Equivalencia AFD-AFN, 107

Expresiones regulares, 93




324 INDICE ALFABETICO

Lema de bombeo, 125
Minimizacion, 128
Propiedades de clausura, 116
Teorema de Kleene, 96

Teorema de Myhill-Nerode, 128

Maquinas de Turing, 239
Decidibilidad, 263
Definicion formal, 242
Halting Problem, 267
Indecidibilidad, 267
Jerarquia de lenguajes, 265
Problema de la parada, 267
Teorema de Rice, 268
Tesis de Church-Turing, 265
Variantes, 255




